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Resumen

Este trabajo trata una teoria denominada teoria de escalas temporales. Una escala temporal T no
es mas que un subconjunto cerrado no vacia de los niimeros reales. Dentro de este marco definimos
el operador o : T — T como o(t) = Inf{s € T : s > t}, y con ello la funcién p : T — [0,00) como
p(t) = o) —t. Si f: T — R es una funcién cualquiera y T es una escala temporal arbitraria,
vamos a denotar como f* a la derivada bajo la teorfa de escalas temporales de f, a esta derivada la
llamaremos la delta derivada de f. La definicién de la delta derivada nos permitira definir ecuaciones
diferenciales, las cuales al igual que en el cdlculo convencional consistiran en ecuaciones donde se
verdn involucradas derivadas (delta derivadas en nuestro caso) y donde las incégnitas son funciones.
Definimos el problema de valor inicial y® = p(t)y con y(ty) = 1 y llamaremos a esta solucién la
funcién exponencial asociada a la escala temporal dada, la cual serd denotada por ep(-,to).

Vamos a considerar ahora sistemas de ecuaciones diferenciales en escalas temporales, estudiaremos
sistemas del tipo

5 = Az (0.0.1)

Nos enfocaremos en estudiar la estabilidad exponencial de este tipo de sistemas, definimos el con-

junto de estabilidad S(T) = S¢(T) U Sg(T), donde

Sc(T) := {A € C: limsup

T
log |1
/ lim MAt>O}
Tooo 1 —10 Jy s

o S—ru(t)

Sg(T) :={ANeRNVT €T:3teTcont>T tal que 1 + u(t)\ = 0}.

Mediante la definicién de este conjunto presentamos una caracterizacién espectral para la estabilidad
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exponcial del sistema (0.0.1)), esta caracterizacién dice que si T es una escala temporal acotada

superiormente y A € K?%¢ 5(A) el espectro de A, entonces las siguientes afirmaciones se cumplen.

i. Si (0.0.1) es exponencialmente estable, entonces o(A) C S(T).

ii. Sio(A4) C S(T), la escala temporal T tiene una funcién p acotada y para todo A € o(A)
con A defectivo (i.e, la multiplicidad geométrica y algebraica no coinciden) el sistema escalar
r® = Az es uniformemente exponencialmente estable, entonces (0.0.1)) es exponencialmente

estable.

iii. Si A es diagonizable, entonces el sistema (0.0.1)) es exponencialmente estable si y sélo si
o(A) C S(T).

Aplicamos lo anterior a un modelo de ciclos econémicos propuesto por el economista Paul Samuelson
en 1939, este modelo propone que si Y es el ingreso nacional de un pais o regién y G es el gasto de

gobierno, entonces se cumple la siguiente relacién
Y = b(1 + B)Yir1 +08Ysi—o = Gy, (0.0.2)

donde b y 3 son constantes. Cabe destacar que este modelo considera una economia cerrada, lo cual
en la préictica no es muy real, sin embargo este modelo resulta ser la base para todos los estudios
posteriores en el ambito de ciclos econémicos.

Queremos generalizar este modelo a escalas temporales y analizar la estabilidad exponencial de
la ecuacién. Para cumplir este objetivo consideramos primero una forma general de un modelo
multiplicador-acelerador, suponiendo una economia abierta y usando una escala temporal arbitraria.

El modelo es el siguiente

ct+oltum—7—d)—d o>Lt(m—-1-4d o~L
YAA Yy ](-—’_ ) YA ’Y( ) — y 140'(77 (003)
ue 1+ uc 1+ pc

donde las constantes que aparecen son explicadas con detalle en el contenido de este trabajo.
Para obtener el modelo de Samuelson generalizado a escalas temporales, consideramos en (0.0.3)

m=0,7=0,A49=0, Xo =0y v = . Asi obtenemos la ecuacién

c—d(1+c2Lu oOly oD
( i )YA y - P g (0.0.4)

YAA _ —
+ 14 pe 1+ pc 14 pe



Analizamos la estabilidad exponencial del modelo (0.0.4)) transformandolo al sistema siguiente

A
Y: B 0 1 Y1 (0.0.5)
Y> -q —p Ys
c—d(1402 L o2l
donde p = 7(1+/JC 5 yq= _714#‘20 .

Para T = hZ con h > 0 se concluye que la regiéon de estabilidad exponencial esta dada por las
desigualdades ¢ > 0, h2qg —2hp+4 >0y hq < p.

Si la escala temporal es T = R entonces las desigualdadses que determinan la regién de estabilidad
exponencial son ¢ >0y p > 0.

También se obtuvieron las regiones de estabilidad exponencial para el caso T, = UkeNo [k, k+ o,
a € (0,1). Resultados los cuales se encuentran en detalle dentro del trabajo.

Adem3s dentro de este documento se establecié un modelo de economia abierta sin impuesto y se

procedié a analizar su estabilidad exponencial.

En el capitulo 1 se presenta una introduccién al trabajo realizado, mostrando las motivaciones que

llevaron a la realizacién de la tesis, como también los objetivos de ésta.

En el capitulo 2 se comienza con los conceptos basicos de escalas temporales, se definen operadores
fundamentales dentro de esta teorfa como lo son el operador de avance y de retroceso. Se aborda
cémo funciona la diferenciacién y la intergracién bajo esta teoria y se finaliza con una generalizacién

de la regla de la cadena.

En el capitulo 3 se comienza con la definicion del plano complejo de Hilger para luego pasar a
una de las definiciones més importantes dentro de la teoria, como lo es la funcién exponencial,
se muestran variados resultados al respecto, asi como también ejemplos. Luego se habla de los
problemas de valores iniciales, en donde se estudia la ecuacién diferencial lineal no homogénea en
escalas temporales, se generalizan teoremas conocidos en R como lo es el teorema de variacién de

constantes.

Ya en el capitulo 4 nos adentramos en la teoria de estabilidad exponencial en escalas temporales.

El objetivo del capitulo es estudiar la estabilidad exponencial de sistemas de ecuaciones lineales



VI

invariantes en el tiempo. Se muestran resultados para establecer los llamados conjuntos de estabi-
lidad exponencial y se muestran ejemplos de como obtenerlos para diferentes escalas. Por tdltimo
se muestra una caracterizacion espectral, en donde se querrda mostrar resultados que nos permitan
establecer condiciones bajo las cuales un sistema lineal invariante en el tiempo es exponencialmente

estable usando el espectro de la matriz en cuestién.

En el capitulo 5 se muestra el modelo multiplicador-acelerador de Samuelson, y se hace una exten-
sién de dicho modelo a escalas temporales. Se comienza con un modelo multiplicador acelerador
general y con este derivamos la extension del modelo de Samuelson deseada. Luego de tener el
modelo se aplica la teoria expuesta en el capitulo anterior. Transformamos la ecuacién en un siste-
ma lineal invariante en el tiempo y obtenemos las condiciones necesarias para obtener estabilidad

exponencial para distintos tipos de escalas, ademds se muestran las regiones de estabilidad.
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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo vamos a adentrarnos en una teoria que cada vez tiene mas importancia en ma-
tematica, hablamos de la teoria de escalas temporales. Comenzaremos exponiendo lo bésico de esta
teoria, aspectos fundamentales, hasta llegar a la formulacién de ecuaciones diferenciales. Toda esto
serd respaldado por los estudios realizados por BOHNER & PETERSON en el libro [I]. Este libro es
de los mas completos en el ambito y no puede faltar un ningin trabajo que tenga que ver con este
tema. Posteriormente vamos a enfocarnos no tanto en la resolucién de ecuaciones diferenciales, sino
que en su comportamiento. Es aqui donde nos adentramos en un tema muy relevante en el estudio
de cualquier tipo de ecuacion diferencial, como lo es la estabilidad.

Estudiaremos un caso en paricular y obtendremos resultados bastante interesantes respecto a este
tema, todo con la ayuda del articulo de POTzSCHE, SIEGMUND & WIRTH [2]. Se hace referencia
también dentro de este contexto a HILGER [3].

Posteriormente, nos pasamos de la teoria a una aplicacion a un modelo de economia muy famoso
en el area de los ciclos econdémicos, este modelo se llama el modelo multiplicador - acelerador de
Samuelson y modela el ingreso monetario de un pais. Este modelo esta descrito en SAMUELSON [4]
y es el que usaremos en este trabajo, destacamos también el libro de GABISCH & LORENZ [5], el
cual aborda de manera mas detallada los modelos de ciclos econémicos.

Vamos a generalizar el modelo anterior, el cual muestra una ecuacién en diferencias, a una ecuacién

diferencial en escalas temporales, dicho modelo se encuentra en el articulo de BOHNER, GELLES &



HEM [6]. Al tener ya descrito nuestro modelo vamos a aplicar la teoria de estabilidad que habiamos
expuesto anteriormente.
Citamos el libro de ecuaciones en diferencias ELAYDI[7], el cual fue 1til para poder hacer compara-

ciones con el caso de tener como escala a los nimeros enteros.

1.1. Motivacion

La teoria de escalas temporales es una teoria reciente en matematica, la cual fue expuesta por
primera vez en el ano 1988 en la tesis doctoral de Stefan Hilger como una forma de unificar el
andlisis continuo y discreto. La idea general es probar resultados sobre dominios que sean lo que
llamaremos una escala temporal, que no es mas que un subconjunto cerrado no vacio de R, por
ejemplo si tenemos una ecuacién dindmina, consideramos como dominio de la funcién desconocida
una escala temporal. Lo interesante es que teniendo un resultado en una escala temporal podemos
ir del caso de una ecuacién diferencial al caso de una ecuacion en diferencias de una forma simple,
s6lo basta cambiar la escala de R a Z o viceversa. Sin embargo, lo mas interesante es que no sélo
tenemos estas dos escalas temporales, sino que tenemos infinidades mas, lo que nos proporciona

una herramienta tremendamente poderosa de generalizacion.

El calculo en escalas temporales tiene bastantes aplicaciones, basta pensar que lo que usualmente se
estudia son los casos continuos y discretos para describir diferentes fenémenos, y que sin embargo,
si miramos en la vida real, pocos de éstos se comportan tan bien como para que un modelo continuo
o discreto lo represente a cabalidad, y es que en la naturaleza y en las ciencias sociales no todo

sigue ciclos tan uniformes.

Esa es la pricipal razén que motiva al estudio de escalas temporales, pues con esta teoria se pueden
generar modelos mucho mas precisos, s6lo basta encontrar la escala temporal que represente la

situacién que estamos estudiando.

Por ejemplo una situaciéon donde no podemos usar un conjunto continuo o discreto para modelarla



es la del caso de un circuito simple, donde suponemos que se decarga el capacitador periodicamente

cada unidad de tiempo y asumimos que esta descarga demora § unidades de tiempo.

Entonces para modelar esta situacién tendriamos que usar la escala

- U

kENo [k, k+1—3]
Asi como éstos hay muchos fenémenos que nos podemos encontrar, los cuales pueden variar en sus

complejidades y que gracias a la teoria de escalas temporales podemos entenderlos de mejor forma.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivos generales

= Comprender y masificar la teoria de escalas temporales y su importancia.

= Mostrar la aplicabilidad de la teoria de escalas temporales.

1.2.2. Objetivos especificos

= Entregar una generalizacion del calculo que todos conocemos.
= Mostrar el concepto de funcién exponencial en escalas temporales.

= Explicar de qué forma es posible generalizar las ecuaciones dindminas en los nimeros reales

y enteros.

= Encontrar resultados sobre la estabilidad exponencial de ecuaciones diferenciales en escalas

temporales.

= Mostrar cémo se puede generalizar el modelo econémico de Samuelson en diferencias a uno

en escalas temporales.

= Estimar condiciones de estabilidad exponencial para el modelo de Samuelson en escalas tem-

porales.



= Encontrar regiones de estabilidad para dicho modelo.



Capitulo 2

Calculo en escalas temporales

2.1. Conceptos basicos

Una escala temporal es un subconjunto cerrado no vacio de R. Por ejemplo, los conjuntos R, Z, N,
No, [0,1] U [2,3] y el conjunto de Cantor son escalas temporales.
Observacion. Se asume que una escala temporal, la cual serd denotada por T en lo que sigue,

tiene la topologia inducida por R con la topologia usual.

Definicién 2.1.1. Sea T una escala temporal. Parat € T definimos el operador de avance o : T —

T como

o(t)=Inf{seT:s>t},

mientras que definimos el operador de retroceso p : T — T como
p(t) = Sup{s € T:s < t}.

En la definicién ponemos Inff) = SupT (i.e., o(t) = ¢ si T tiene un méximo t) y Supd = InfT (i.e.,

p(t) =t si T tiene un minimo t).

Los puntos de una escala temporal se pueden clasificar de la siguiente forma:



i. tes discreto a la derecho si t < o(¢);
ii. ¢ es denso a la derecha si t = o(¢);
iii. ¢ es discreto a la izquierda si p(t) < t;
iv. t es denso a la izquierda si p(t) =t;
v. tesaislado si p(t) <t < o(t);
vi. tes densosip(t) =t =o(t).
Definicién 2.1.2. Definimos la funcién p: T — [0,00) como
ult) = olt) — .
Definicién 2.1.3. Definimos el conjunto T* como sigue

T\ (p(SupT), SupT] si SupT < co
T st SupT = oo

T+ =

o lo que es lo mismo

T—m sim=SupT <
TF =
T si SupT = .

Finalmente si f: T — R es una funcion, luego definimos la funcion f¢ : T — R como

e, f7o=foo.

Ejemplo 2.1.4. Si T =R tenemos que para cualquier t € R

o(t)=Inf{se€R:s>t}=1Inf(t,00) =t,

similarmente p(t) =t. Por lo tanto para todo t € R, t es denso y u(t) = 0.



Ejemplo 2.1.5. Si T = Z, tenemos que para cualquier t € Z
ot)=Inf{s€Z,s>t}=Inf{t+1,t+2,t+3,..} =t+1,

andlogamente se tiene que p(t) =t — 1. Luego cada punto en Z es aislado y p(t) =1 .

Ejemplo 2.1.6. Sea T = {2" : n € Z} U{0}. Encontrar o, p, i1 y clasificar cada punto.

Sin =0 entonces t = 2° =1, luego o(t) = o(1) = 2. Sin € Z — {0}, ponemos t = 2" y tenemos
que o(t) = o(2™) = 2"+ = 2.

Notamos ademds que 0(0) = Inf{s € T:s >0} = 0. Asi en tenemos que o(t) = 2t, ¥t € T.

De forma andloga, se obtiene que p(t) =t/2. La funcién p es u(t) = o(t) —t =2t —t =t.

Clasifiquemos los puntos:

= t=0=0(t) =0y p(t) =0. Luego t = 0 es denso.
= Comot <2t,Vt>0=1t<o(t). Porlo tanto t es discteto a la derecha ¥Vt € T.

s Comot/2 <tVteT= p(t) <tVteT. Asi, para todo t € T se tiene que t es discreto a la

1zquierda.

2.2. Diferenciacion

Definicién 2.2.1. Sea f: T — R una funcion, y sea t € TF, definimos f2(t) como el niimero con
la propiedad de que dado € > 0, existe una vecindad U det (i.e., U = (t—0,t+0) para algun 6 > 0)
tal que

(o) = F(s)] = F2 (Do) = sl < elo(t) — s].

Llamamos f~(t) la delta derivada de f en t.



Pedemos generalizar la defincién anterior de la siguiente forma. Sea f : T — T una funcién,
decimos que f es delta diferenciable en T siempre que f“(t) exista para todo ¢ € T*. Una funcién

2 : TF — R serd llamada la delta derivada de f en T*.

Ejemplo 2.2.2. Si f: T — R se define como f(t) = a para todo t en T con « constante, entonces

f2() =0.

En efecto, dado € > 0, por definicién de delta derivada se tiene

(@ —a) = fAD)]o(t) = s] < eo(t) — s

equivalentemente
[f2@)lo(t) = sl < elo(t) —s|
luego
IF2 (@) < e
con lo cual se obtiene
A =0

Ejemplo 2.2.3. Si f: T — R se define por f(t) =t para todo t en T, entonces f~(t) = 1.

En efecto, si tomamos € > 0 se obtiene

|o(t) = s = f2(B)]o(t) — 5] < €lo(t) — s

de donde
[(o(t) = 8)(L = f2E))] < elo(t) —s|
asi
L- 2l <e
con lo que se concluye que
e =1



Teorema 2.2.4. Sea f: T — R una funcion y sea t € T, luego se tiene lo siquiente

i. Si f es diferenciable en t, luego f es continua en t.

ii. Sif es continua ent yt es discreto a la derecha, luego f es diferenciable en t con

iii. Sit es denso a la derecha, luego f es diferenciable en t si y sélo si el limite

ft) = f(s)
t—s
1(t) = f(s)

existe. En este caso f~(t) = lim
s—t t—s

iv. Si f es diferenciable en t, entonces
Flo() = f(t) + p(t) f2 ).
Demostracion. A continuacién probaremos cada uno de los incisos expuestos previamente.
i.  Asumimos f diferenciable en t. Sea € € (0,1). Definimos
€ = e[L+ |f2 0]+ 2u) "
luego ¢* € (0, 1). Por Definicién existe una vecindad U de t tal que

[f(@() = f(s) = [o(t) = slf2 ()] < €*o(t) — ], Vs € T,



por lo tanto tenemos que s € UN (t — €*,t + €*). Ademds

1F(t) = f(s)] = Kf (o) = F(s) = F2@)[o(t) — s} — {F(o(t) = f(t) — p(t) f2 (1)}
+(t =) ()]
<|f(a(t) = f(s) = FE () = s)| + |f(o(t) = f(t) = F2) (o (t) — 1)
+1FAIE - 5|
< €o(t) — s+ € p(t) + €2 (1)
= e lo(t) = sl + p(t) + |2 (®)]]
<€ lo(t) =t + [t — s| + p(t) + [F2 ()]
=€ [2u(t) + [t — [+ |2 ()]
< ERp(t) + e+ [f2(1)]]
< L+ 2u(t) + 2 @)]

— €.

Se sigue entonces que f es continua en t.

ii. Supongamos f continua en ¢ y t discreto a la derecha. Por continuidad tenemos

L) < 1) _ (o) = J) _ flo) ~ S0)
s>t o(t)—s o(t)—t ()

)

luego dado € > 0 existe una vecindad U de ¢ tal que

Lot _ s~ 10
(0 s W@ =
para todo s € U. Se sigue que
flot) — 10
o) - 591 - LX) < ot - 1,

para todo s € U. De lo tltimo se concluye que f*(t) =

iii. Asumimos f diferenciable en ¢ con ¢ denso a la derecha. Sea € > 0 dado, como f es diferenciable

en t, existe una vecindad U de t tal que
(o) = f()] = FADo(t) = s]| < elo(t) - s,

10



para todo s € U. Como o(t) =t se tiene que
(1) = f(5) = fEO(E = 5)| <elt =5,

para s € U. Asi
f(t) = f(s)

t—s _fA(t) S67

para todo s € U. Se concluye entonces que

fA(t) = l{m f(t) — f(S)

t—s t—s

iv. Sio(t) =t entonces p(t) = 0, tenemos

O

Ejemplo 2.2.5. Si T = R. Por Teorema parte (iii) tenemos que f : R — R es diferenciable

ent €R si
f0) — 1 L0 =10

t—s t—s ’

existe. i.e., si y sdlo si f es diferenciable (en el caso estindar) en t. En este caso tenemos

)= f(s)
A0 = lim ===

= f'(®).

Ejemplo 2.2.6. Si T =7Z tenemos por Teorema parte (i) que f: Z — R es diferenciable en

t €Z con

_ fle®) = f®) _ e+ = f()

donde el operador /\ es el operador de diferenciacion definido en la ecuacion anterior.

Ejemplo 2.2.7. Sea T = {1 :neN}U{0} y f : T — R definida por f(t) = o(t). Encontrar
FA ).

11
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n

Teorema parte (iv) y llegamos a

Notamos primero que o

Fo) — fy (f—;)-ff@) -

A _ _ —
S = u(t) -t £ 12t

El siguiente teorema nos entrega algunas propiedades de la delta derivada.

Teorema 2.2.8. Sean f,g: T — R diferenciables en t € T*. Entonces

i. La suma f+¢g:T — R es diferenciable en t con
(f +9)2(1) = af2(b).
ii. Para cualquier constante o, af : T — R es diferenciable en t y se tiene
(af)2(8) = af 2 (1).
iii. Fl producto fg: T — R es diferenciable en t y se tiene
(f9)2(t) = [2(0)g(t) + f(a(t)g™ (1) = F(t)g™ (1) + [2(t)g(a (1))

iv. Si f(t)f(o(t)) #0. Luego + es diferenciable en t y se tiene

f
AP )
(g> N TONCO)

v. Sig(t)g(o(t)) # 0. Luego L es diferenciable y

Q [~

S A — fBgB (1)
(g> == 0ge)

Demostracion. Se probaran todas las propiedades enunciadas anteriormente

i. Sea € > 0. Por hipétesis existen vecindades Uy y U, tales que
[f(a(t)) = f(s) = F2()(a(t) = 8)| < €/2]a(t) — 5], Vs € Uy

l9(a(t)) — g(s) — g2 (t)(a(t) — 5)| < €/2[0(t) — s],Vs € Ua.

12

_ 1 1 _ ot
) = —5.Ponemos t = - y obtenemos que o(t) = 1. Usamos entonces



Sea U = Uy N Us. Tenemos para todo s € U,

(f +9) (1) = (f +9)(s) = [F2(8) + g2 ()](a(2) — 5)]

=[f(a(t)) = f(s) = F2 ()0 (t) = 5) + g(a(t) — g(s) — g™ () (o (t) — 5)]
< |f(o(t) = f(s) = F2@)(o(t) = 5)| +1g(a(t) — g(s) — g ()(a(t) = 9)|
<€/2lo(t) — 5| +€/2]o(t) — s

< €elo(t) - sl,
de donde se concluye lo pedido.

ii. Como f es diferenciable, existe vecindad U tal que para todo s € U

(o) = f(s) = A (0 (t) — 5)] < ﬁlo(t) — sl £0.

Ademas
[(@f)(a(t) = (af)(s) — af>(t)(a(t) — s)]
= |af(o(t) — af(s) — af*(t)(a(t) — s)]

- |a|ﬁ\o(t> — ¢
= €lo(t) — s|.

Por lo tanto, efectivamente af* (t) = (af)>(t).

iii. Sea € € (0,1) y definimos
= e[+ |f @) + gl @) + 9> @]~
entonces €* € (0,1). Existen ademds vecindades Uy, Us y Us tales que
[f(@(t) = f(s) = F2O)(0(t) = 5)| < €*[o(t) - s],Vs € UL,
l9(a(t) = g(s) = g2 ()(0(t) = 5)| < €"|o(t) — 5|, Vs € Us,
y ademas por Teorema
[f(t) = f(s)| < €, Vs € Us.
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Sea U =U; NU;NUs, y sea s € U, entonces

(f9)(@ () = (f9)(s) = [f2 () (g (e (1) + f(£)g™ (D)o (t) - s)|

=[[f(a(t)) = f(s) = F2 (D) (t) = 9)lg(a(t) + [9(a (1) — g(s) — g () (o (t) = $)If (1)
+9(a(1)) = g(s) = g2 B (@ (t) = $)][f(s) = FO] + (o(t) = 8)g> (D) [f () = f(D)]

< €o(t) = sllgla(®)] + €*lo(t) — sl (D)

+e e llo(t) — s + €*lo(t) - sllg™ ()]

= e*o(t) = slllg(a )] + £ ()] + € + g™ (0]

< Jo(t) = sllL+ £ ()] + |g(a ()] + 9= (@)l

= |o(t) — s|.

Concluimos que (fg)® = f2¢% + fg*.

1 1\
iv. Notamos que f(t)m =1, de donde (f(t)f(t) = 0. Por Teorema|[2.2.8 parte (iii) tenemos

a on () Z
o5+ <t>>< f(t)) 0.

Se concluye asi que ( 1 )A —f2()
y < = —_—
f(@) f@)f(o(t))
v. Usando Teorema 2.2 8 partes (iii) y (iv) se obtiene

@)= ()

Teorema 2.2.9. Sea o una constante real y m € N dados
i. Para f definida por f(t) = (t — @)™ tenemos

A0 = 3 (ot) — @)t — aym i,

v=0

14



ii. Para g definida por g(t) = ﬁ tenemos

[

m—

Ay 1
0= 2 Gy e e

v=0

siempre que (o(t)) —a)(t — a) # 0.

Demostracion. Probaremos la primera férmula por induccién. Si m = 1, luego f(t) = t — «, de

donde f#(t) = 1. Ahora asumimos que la identidad

es cierta para f(t) = (t — a)™. Definamos ahora F(t) := (t — a)™*! = (t — a) f(t). Usamos la regla

de derivacion del producto para obtener

F(t)® = f(o(t) + (t — a) f2(t)

=(o(t) —a)" +(t—a) Y (o) —a)’(t —a)™ '

v=0

probando lo pedido.

Ahora para g(t) = ﬁ = ﬁ, aplicamos Teorema parte (iv) y se obtiene

a =S - o() — )t — o)
CO= 00 (- a)e) —am

m—1 1
=L i

donde (t — a)(o(t) — a) # 0. Esto prueba la propiedad y el teorema. O

Definamos ahora derivadas de orden superior para funciones en escalas temporales.
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Definicién 2.2.10. Para una funcion f : T — R hablaremos de la sequnda derivada f>% siempre
que f2 sea diferenciable en TF = (T*¥)2 con derivada &% = (f2)% : (TF)2 — R. Similarmente
definimos la derivada de orden superior f2&" : (T¥)2 — R. Finalmente para t € T, denotamos
a2(t) = o(o(t)) y p*(t) = p(p(t)), ademds de o™(t) y p™(t) para n € N de igual forma. Por
CONVENIENCLL PONEMOS

POt) =o't =t, f2" = £, T =T.

Ejemplo 2.2.11. Encontrar la sequnda derivada de f(t) = t2.

Por Teorema [2.2.9] se tiene

luego, por Teorema [2.2.8

se sigue por el Teorema [2:2.4] que

finalmente se tiene

2.3. Ejemplos

Ejemplo 2.3.1. Sea h > 0, consideramos la siguiente escala T = hZ = {hk : k € Z}. Vamos
a calcular la primera y sequnda delta derivada para una funcion f : T — R cualquiera. Ademds

obtendremos una férmula que nos permitird calular las delta derivadas de orden superior.

Tenemos
ot)y=Inf{seT:s>t}=Inf{h(k+1),h(k+2),h(k+3),...} =hk+h=1t+h.
De forma similar se desprende que p(t) = t—h. Tenemos asi que todo punto en T es aislado. Ademds
pt)=o(t)—t=t+h—t=nh.
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Asi, en este ejemplo, i es constante.

Ahora, dada f : T — R una funcién, se tiene que la derivada de f es

fle@®) = f(t) _ fE+h) - f(t)

N _
_af
==
Ademads
FAB() = foo(t) = f2@) _ foE+h) — f2)
u(t) (1)
f+2R)—f(t4+h) _ ft+h) = f(t)
_ R h
h

_ f(t + Qh) — Qf(t + h) + f(t)
— 2 .

Para calcular las derivadas de orden superior, primero notamos que
o?(t) = o(o(t)) = o(t+h) =t+2h
o3(t) = o(t+2h) =t +3h

De donde o™ (t) =t +nh y p"(t) = t — nh. Introducimos el operador /\;, definido por

1

donde I es el operador identidad.

Usando el teorema del binomio concluimos que

AP = h—ln(a - hin f: (Z) ok (—I)n*k.

k=0

Aplicando el operador obtenido a la funcién f, encontramos que
A" 1 - n n—k
1AM ) = 2o 3 () (DA ).
k=0

Esta escala temporal es de particular interés. En algunos casos podemos obtener resultados conti-

nuos i.e., para T = R haciendo tender h a 0 desde el correspondiente resultado discreto (T = Z).

Ejemplo 2.3.2. (o es en general no diferenciable) Se presenta un ejemplo de una escala temporal
T cuya funcion de avance o : T — T es continua pero no diferenciable en un punto denso a la

derecha.
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Sea T = {t, = (1/2)*" : n € No} U {0}. Asf o(t,) = t,_1. Si hacemos s = t,, entonces o(s) =
n—1 nq1/2

(%)2 = [(%)2 } = /s. Notar que lim,_,o, o(t,) = 0 = 0(0) y como lims_,oo(s) = o(0)

tenemos continuidad de o en 0.

Por ultimo, se obtiene que

gg% J(O) — 5 Il s s—0 S s—0 \/E

Luego el limite no existe y se concluye entonces que ¢ no es diferenciable en 0.

2.4. Integraciéon

Para describir la clase de funciones integrables introducimos los siguientes conceptos.

Definicién 2.4.1. Una funcion f: T — R se denomina regular si sus limites a la derecha existen
para todo punto denso a la derecha de T y sus limites a la izquierda existen para todos los puntos

densos a la izquierda de T

Definicién 2.4.2. Una funcion f : T — R se denomina rd-continua si es continua en todo
punto denso a la derecha de T y sus limites laterales a la izquierda existen en todo punto denso a

la izquierda de T. El conjunto de funciones rd-continuas f : T — R serd denotado por
Crqa = Crq(T) = Crg(T, R).

El conjunto de funciones f : T — R diferenciables y cuya derivada sea rd-continua serd denotado
por

Cra = Cra(T) = Cp4(T,R).

Teorema 2.4.3. Sea f: T — R una funcion dada

i. Sifes continua, entonces f es rd-continua.

ii. S f es rd-continua, entonces f es reqular.
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iii. Bl operador o es rd-continua.
iv. Si fes reqular o rd-continua, entonces f° también lo es.

v. Asuma f continua. Si g : T — R es regular o rd continua, entonces f o g tiene la misma

propiedad.

Definicién 2.4.4. Una funcion continua f : T — R serd pre-diferenciable con region de diferen-
ciabilidad D si D C T*, T*¥\D es numerable y no contiene ningiin elemento discreto a la derecha

de T, ademds de ser [ diferenciable en D.
Teorema 2.4.5. Toda funcion reqular en un intervalo es acotada.

Demostracion. Suponemos f : [a,b] — R no acotada. Luego para cada n € N existe t,, € [a,b] con

|f(tn)] > n. Como t,, € [a,b], existe una subsucesién convergente ¢, € N, es decir, limy_, o0 tn, = o

Nk
para algin tg € [a, b].

Notar que tg € T pues T es cerrado. Notamos ademéas que Ty no puede ser aislado pues estamos
hablando de un limite al infinito y existe o una sucesién que tiende a ty por arriba o una sucesién
que tiende a to por abajo. En cualquiera de ambos casos tenemos que f(t) cuanto ¢ — to es finito

por la refularidad de f, lo cual es una contradiccién. O

Teorema 2.4.6. (Teorema del valor medio) Sean f y g funciones reales definidas en T, ambas

pre-diferenciables en D. Supongamos que
[f2(0)] < g%(1), ¥t € D,

entonces | f(s) — f(r)] < g(s) —g(r),Vr,s € T,r < s.

Demostracion. Ver BOHNER & PETERSON [1, Teorema 1.67]. O

Corolario 2.4.7. Sean f, g pre-diferenciables en D. Se tienen las siguientes propiedades

i. Si U es un intervalo con extremos r y s € T, entonces

[f(s) = f(r)| = sup [f2()l]s —7l.

teUkND
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ii. Si fA(t) =0,Vt € D. Entonces f es constante.

iwi. Si f2(t) = g2 (t), Vt € D, entonces f(t) = g(t) + C donde C' es una constante real.

Demostracion. Suponemos f pre-diferenciable en D. Sean r,s € T con r < s. Definimos

g(t):== suwp [fE()|(t—7),teT.
~v€E[r,s]*ND

Entonces gA(t) = SUP¢[r,s]kND ‘fA(’Y)‘ 2 |fA(t)‘7 vt € [Tv S]k nD.

Por Teorema para todo ¢ € [r, s] se tiene

Asi
1f(s) = F(M < g(s) —g(r) =g(s) = sup [F2()|(s — 7).

~v€E[r,s]*ND

Esto completa la prueba. La parte ii se sigue de i y la parte iii de ii.

O

Teorema 2.4.8. (existencia de pre-antiderivada) Si f es regular entonces existe una funcion F

pre-diferenciable de D tal que

para todo t € D.

Demostracion. Ver BOHNER & PETERSON [1, Teorema 8.13] O

Definicién 2.4.9. Sea f: T — R una funcién reqular. Cualquier funcion F que verifique F*(t) =

f(t) se llamard pre-antiderivada de f. Definimos la integral indefinida de una funcion regular como

/f(t)At = F(t)+C,

donde C' es una constante arbitraria y F es la pre-antiderivada de f. Definimos la integral de

Cauchy como

[ sai=re) - Fo)
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para todo r,s € T.

Una funcion F : T — R se llama antiderivada de f: T — R si

para todo t € T*

Teorema 2.4.10. (existencia de antiderivada) Toda funcién [ rd-continua tiene una antiderivada.

En particular, sityg € T entonces F definida como

es una antiderivada de f.

Demostracion. Sea f rd-continua, entonces f es regular. Sea F' una funcién (que existe por Teorema

2.4.8]) que satisface

para todo ¢ € D. Entonces F es pre-diferenciable en D. Debemos probar que F*(t) = f(t) para
todo t € T¥\D. Sea t € T¥\ D. Como T*\ D no puede contener ningtin punto discreto a la derecha,
t debe ser denso a la izquierda. Como f es rd-continua es continua en ¢, asi dado € > 0 existe una

vecindad U de ¢ tal que
[f(s) = f(t)] <€

para todo s € U.
Definimos para todo v € T, h(7y) := F(v) — f(t)(y — to). Entonces h es pre-diferenciable en D y

tenemos

para y € D.
De ésta tiltima ecuacion [h2 (7)| = | f(v)—f(t)| < e paratodo s € DNU. Por lo tanto sup¢ pry |2 (7)] <

€
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Entonces, por Corolario [2.4.7]

|[F(t) — F(v) = f&)(t =) = [h(t) + fF()(t —to) — [A(y) + fF(E) (v —to) — F(E)(E — )]
= |h(t) — h(7)|
= S W5
= elt =1

De lo anterior se concluye que I es diferenciable en t con F&(t) = f(t).

Teorema 2.4.11. Sea f € C,q yt € T*. La siguiente identidad se cumple
o(t)
[ s = uns
t
Demostracion. Por Teorema [2.4.10] existe la antiderivada F' de f y la siguiente identidad vale

o(t)
/t FONLy = Flo(t)) = F(t) = pt)F2(8) = p() f (D).

Teorema 2.4.12. Si f© >0, entonces f es no decreciente.

Demostracion. Sea f~ >0 en [a,b] y sea s,t € T con a < s <t < b. Se cumple

£(t) = £(s) + / M)Ay > f(s).

Teorema 2.4.13. Sia,b,ce T, a € R y f,g € C,q entonces

o [+ g®)at =[] FO A+ [ gt At
i [(af)t)Dt=a [ fH)At.
i, [0 f(OAE=— [T F()AL
v [V FOAE= [C PO+ [P F(E)AL.
v [i Fe®)g> ()0t = (f9)(b) — (fo)(a) — [, FA(H)g(®) At
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vi. [T f)g> )AL= (f9)(b) — (Fo)a) — [T F2(1)g(o(t)At.
vii. f(f f)Lt =0.

viii. St |f(t)] < g(t) en [a,b) luego

< /abg(t)At-

/a N

ix. Si f(t) >0 para todo a <t <b, entonces f; f)At > 0.

Demostracion. Ver BOHNER & PETERSON [1, Teorema 1.77]

Teorema 2.4.14. Sean a,b € T y f € C,q. Las siguientes propiedades valen

/abf(t)At _ /: F(t)dt

donde la integral de la derecha es la integral de Riemann usual en cdlculo.

i. 91T =R, entonces

ii. S [a,b] consiste sélo en puntos aislados, luego

Dtelapy HOSF(E) st a<b

b
/f(t)At: 0 st a=2»b

=D tefpa) MEF() si az=b
iii. 59T =hZ={hk:k¢eZ} donde h >0, luego

SUhL kIR sia<b

b
/f(t)At: 0 si a=»b

ol Fh)h s o>
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iv. Si T =7, entonces

?;if(t) st a<b
b
/f(t)At: 0 6 azb
— S f(kR)h sia>b

Demostracion. Probaremos (i) y (ii), las partes (iii) y (iv) son casos especiales de (ii).
i. La parte (i) se obtiene usando el teorema fundamental del cdlculo y recordando que la delta

derivada para una funcién en R coincide con la derivada usual

ii. Notamos que el intervalo [a,b] contiene un nidmero finito de puntos, ya que [a,b] tiene sélo
puntos aislados. Asumimos a < by sea [a,b] = to,t1,t2,....,t, donde a =ty < t; <tg < .... <

t, = b. Por Teorema 1.21 parte (iii) se tiene

[rwm=% |

= K

f)At
o(ti)
f)At

<.

tit1
n—1

i=0 Vi

donde la pentltima identidad se sigue del Teorema El caso a > b se obtiene de forma
andloga y el caso a = b proviene del Teorema [2.4.13| parte (vii).

O

Definicién 2.4.15. Sia € T, SupT = co y f rd-continua en [a,00) definimos la integral impropia

de f como sigue
b

/ T et = lim [ f)At

Si dicho limite existe, decimos que la integral converge, en caso contrario la integral diverge.
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Ejemplo 2.4.16. Notamos que la derivada de 1/t es —1/to(t), lo cual se puede ver por Teorema

parte (i). Luego [ wl(t) = —1 implica f; wl(t) = —1 4+ 1. Haciendo b — oo obtenemos

> 1 1
— Nt =—.
/a to(t) a

2.5. Regla de la cadena

Presentamos ahora resultados equivalentes a la regla de la cadena en escalas temporales.

Teorema 2.5.1. (regla de la cadena) Asuma que g : R — R es continua, g : T — R es delta
diferenciable en T* y f : R — R continuamente diferenciable. Entonces existe ¢ en el intervalo real
[t,0(t)] tal que

(fog)™(t) = f'(g(c))g™(t) (2.5.1)

Demostracion. Fijemos t € T*. Primero consideramos el caso donde ¢ es discreto a la derecha. En
este caso

oo flale®) = flg(t)
(fog)™ = @ :

Si g(a(t)) = g(t), luego tenemos (f o g)>(t) = 0y g (t) = 0 y la ecuacién (2.5.1]) se cumple para
cualquier ¢ en [t, o(t)]. Asumamos ahora que g(o(t)) # g(t), entonces

A _ Tlgla(®) = flg(®) g(o(t) —9(t)
g9(a(t)) —g(t) p(t)

= f'(e)g” (1),

(fog)

por el teorema del valor medio (la versién estdndar), donde € se encuentra entre g(t) y g(o(t)).
Como g : R — R es continua, existe ¢ € [t,o(t)] tal que g(c) = € (este dltimo resultado se conoce
como teorema del valor intermedio) lo cual nos da el resultado deseado. Consideramos ahora el caso

t denso a la derecha. En este caso

flg(t)) — f(g(s))

(fog)® = lim

s—t t—s
I g(t) —g(s)
= lim (e S5

por el teorema del valor medio en célculo, donde €5 € [g(s), g(t)]. Dado que g es continua, se obtiene

que lim,_,; €, = g(t), lo que nos da el resultado deseado. O
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Presentamos ahora una regla de la cadena que calcula (f o g)® donde g: T — Ry f: R — R son

funciones dadas.

Teorema 2.5.2. Sea f : R — R continuamente diferenciable y suponga g : T — R delta diferen-

ciable. Entonces (f og): T — R es diferenciable con

{ / F(9() + hult)g <t>>dh}gﬂ<t>

Demostracion. Ver BOHNER & PETERSON [1, Teorema 1.90] O

Ejemplo 2.5.3. Definimos g:7Z — R y f: R — R por
gty=t> y  flz)=e¢"

Calculamos sus derivadas como sigue:

g8 (0) = LF(0(0) = FB) = (¢4 1) = =2+ 1.

Por Teorema[2.5.2 se tiene
ron0={ [ #1600+ oy 2(0)dh o 0
— (2t +1) / exp(t2 + h(2t + 1))dh
0

=(2t+1) /1 exp(t?)exp(h(2t +1))dh
0

= (2t + 1)exp(t?) lexp(2t +1) — 1]

2t+1
= exp(t?)[exp(2t + 1) — 1].

Por otro lado es facil ver que

Af(g(t) = flg(t+1)) — f(g(t))
exp((t +1)*) — exp(t?)

(
(

= exp(t? + 2t + 1) — exp(t?)
(

exp(t*)[exp(2t +1) — 1]
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Teorema 2.5.4. Asuma que v : T — R es estrictamente creciente y sea T = v(T) una escala
temporal. Sea w : T :— R dada. Si v2(t) y w™(v(t)) eziste para t € TF, entonces (w o v)> =

N A

Sovs.

(w

Demostracion. Ver BOHNER & PETERSON [1, Teorema 1.93] O

Teorema 2.5.5. (derivada inversa) Asuma v : T — R estrictamente creciente y sea T = v(T) una

escala temporal. Entonces

1 N
—1\A
=)
en todo punto donde v* es diferente de cero.
Demostracion. Consecuencia directa del teorema anterior. O

Teorema 2.5.6. (sustitucion) Asuma v : T — R estrictamente creciente y sea T = v(T) una escala
temporal. St f : T — R es una funcion rd-continua y v es diferenciable con derivada rd-continua,

entonces para a,b € T se tiene :

b v(b) -
/ P () At = / (f ov ) (s)Es
a v(a)

Demostracion. Dado que fv® es rd-continua, por Teorema [2.4.10| se tiene que posee antiderivada
F,ie., F® = fv® y luego

b b
/ FOvE ()AL = / FA(AL

= F(b) - F(a)

probando el teorema. O
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Ejemplo 2.5.7. Usemos el teorema anterior para evaluar la integral

t
/ ( r2+4+1 —|—7“) 3T2AT,
0
— NY2 .
parat € T=Ny" ={/n:ne Ny}
Tomamos v(t) = t? parat € T = N(l)/Q. Entonces v : N(1)/2 — R es estrictamente creciente y

U(N(l)/2) = Np es una escala temporal. Para T tenemos o(t) =inf{s € T : s > t}. Hacemos ¢t = \/n

y queda
o(v/n)=inf{s €T :s>+/n}
=vn+1,

de donde o(t) = V2 + 1.

Luego,
4 = i v\o — v
0= (t) = u(t)( (o(t)) —v(t))
1 2 2
EES LR
1

V2 +1 -t
=Vt24+ 1+t

Asi, si f(t) = 3t*, tenemos

/Ot (Vv 14r) 37 ar = /Ot Sy () A

t2

= | J(Ws)hs

0

t2
:/ 3%As
0
1 s=t2
33]
|:2 s=0
1 2
= (3t —1).
5 (

El peniiltimo paso viene del hecho de que para t € T = Ny tenemos que o(t) = t + 1, entonces si

pu(s) = 3%,

po(s) = W — g5+l _ 35 —9.3°.
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Capitulo 3

Ecuaciones lineales de primer

orden

3.1. Large Plano complejo de Hilger

Definicién 3.1.1. Suponga f : T x R2 — R2. Entonces la ecuacion

Y= = f(t.y,9°) (3.1.1)

es llamada una ecuacion dindmica de primer orden, también aveces una ecuacion diferen-
cial.

Si
fty,y7) = filt)y + fa(t) o f(t,y,y7) = f1(t)y + fa(t)

para funciones f1 y fa, entonces (3.1.1) es llamada una ecuacion lineal.

Una funcidn y: T — R es solucién de (3.1.1) si

y> = f(t,y(t),y(o(t))) se satisface para todo t € TF.
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La solucion general de (3.1.1)) es definida como el conjunto de todas las soluciones de (3.1.1). Dado
teT, yyo € R, el problema

y® = f(ty,y7), y(to) = yo (3.1.2)
es llamado problema de valor inicial o PVI y una solucion y de (3.1.1)) con y(to) = yo es la solucidon

de este PVI.

Estudiaremos las ecuaciones dindmicas de primer orden y problemas de valor inicial para ellos. De

hecho, vamos a construir la solucién del problema de valor inicial

y= =p(t)y, ylte) =1 (3.1.3)

y llamaremos a esta solucién la funcién exponencial asociada con la escala temporal dada.

Definicién 3.1.2. Para h > 0 definimos los nimeros complejos de Hilger, de la recta real de Hilger,

la recta alternativa de Hilger y el circulo imaginario de Hilger como
Cpr={z€C:z+#—1/h}
Rp={z€Cp:z€eRAz>—-1/h}
Ap={z€Cr:2zeRAN2z< —1/h}
-4
h h

respectivamente. Para h = 0, definimos Co = C, Rg =R, Ij = iR y Ag = 0.

Hh:{ze(ch:

Definicién 3.1.3. Sea h > 0 y z € C,. Definimos la parte real de Hilger de z como

h+1|—-1
Rep(2) = Ehtl-1
h
y la parte imaginaria de Hilger de z como
A h+1
Trp () = %

donde Arg(z) denota el argumento principal de z (i, e., —m < Arg(z) < m).
Notar que Rep(z) y Imp(z) satisfacen

—3 < Rep(z) < ooy =% < Imy(2) <

>Ia
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. L3 . ’ . . . . o
Definicién 3.1.4. Sea —7 < w < 7. Definimos el nimero puramente imaginario de Hilger ¢ w

como
o Biwh —1
1A =
v h
Para z € Cy, tenemos ¢ Im(z) € 1.
Teorema 3.1.5. Si —7w/h < w < w/h entonces
o 4 h
|t w|* = ﬁserﬁ%

Demostracion. Usamos la Defincién y obtenemos

| 2wl = (L w)(L w)

eiwh -1 e—iwh -1
(=) (=)

9 _ eiwh _ efiwh

2
2 — (coswh + isenwh) — (coswh — isenwh)
2 — 2coswh
2
= ﬁ(l — coswh)
4 qwh
R Ty

Teorema 3.1.6. Si definimos el operador suma en circulo & en Cp como
z@w=z+w+ zwh

entonces (Ch,®) es un grupo abeliano.

Demostracion. Veamos primero que (Ch, @) es cerrado. Notamos que si z,w € Cj, entonces z @ w

es complejo, hay que ver que z @ w # —1/h. En efecto,
1+ h(z®w)=1+h(z+w+wzh)
=1+ hz + ha + hzwh
=1+ h2)(1+ hz)

£0.
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Dado que z® 0 =0® z = z, 0 es elemento neutro. Calculamos ahora el elemento inverso de z bajo
@, notamos que z @ w = 0 implica que z + w + zwh = 0, de donde resulta que

—z
w = )
1+ zh

Veamos la asociatividad, para z,w,v € C},

2@ (wdv) =2® (w+ v+ wvh)
=z+w+ v+ wvh + z(w+ v+ wvh)h
=z +w + v + wvh + zwh + zvh + zwvhh
=z + w + zwh + v + zvh + wvh + zwhvh

= (z + w + zwh) B v.
Para la conmutatividad, tomamos z,w € C},

zOw=z+w+ zwh
=w+ z+wzh

=w® z.
Concluimos asi que efectivamente (C},, @) es un grupo abeliano. O
Teorema 3.1.7. Para z € Cp, tenemos que

z= Repz® Imypz.

Demostracion. Sea z € Cy, entonces

|zh + 1| — 1@? Arg(zh + 1)

Repz ® Impz =

h h
|zh+1]—1 exp(iArg(zh+1)) —1
- ° h
|zh+1]—1  exp(iArg(zh+1)) -1 |zh+ 1| — 1 exp(iArg(zh + 1)) — 1
— + + h
h h h h
1
= E{|Zh + 1l|exp(iArg(zh + 1)) — 1}
_(zh+1) -1
B h
=z.
Probando lo pedido. O
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Obervacién Sin € Ny z € Cp, definimos el circulo punto ® como

nNOz=z2z26z262H:--P z.

Se puede probar que

(zh+1)" -1
nPz=-————.
h
Denotamos el inverso aditivo bajo ¢ como
5 —z
z2=—
14+ zh’

Definicién 3.1.8. Definimos el operador se sustraccion & de Cp como
z0w=z® (Ow).

Definicién 3.1.9. Si z € Cy,, entonces el cuadrado generalizado de z se define como

22

@ = (2=

Algunas propiedades del cuadrado generalizado se exponen a continuacién.

Teorema 3.1.10. Para z € Cy,

i (@z)@ =9
ii. 1+zh= zzg

iii. 2+ (92) =:@.p
iv. z@z@:z+zz
v. Z@GR@ZERUA}IUH}L

vi. Para —m/h <w <m7/h,
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Demostracion. Probaremos (i) y (v), el resto se deja al lector. Probemos (i),

(02)@
1+ (©2)h

2
(14zh)?

= —zh
1+ 1+zh

22 1+ zh
(14 2h)2 14 2h—2zh
52

1+ zh

(Gz)@ =

z

Para ver (v),
(u+iv)? c
(1 + uh) + ivh
(u? + 2uvi — v?)(1 + uh — ivh)
(14 uh)? + v2h?

z®€R<:> R

eR

& (u? + 2uvi — v?)(1 + uh —ivh) € R
& 2uv(l 4 uh) — vh(u? —v?) =0
< u?vh 4 2uv +v*h =0

sv=0Vulh+2u+v2h=0

sv=0v(uts 24— 2 L
v = (2 h U—h2

SzeR,UA,Vz el

O
Definicién 3.1.11. Para h > 0, definimos la transformacion cilindrica &, : C,, — Zp, como
1
&n(z) = ELog(l + zh),
donde Zp, = {2z € C: —n/h < Im(z) < w/h} y Zo = C.
Definimos £,(0) = z Vz € C.
Definimos ademds la adicion en Zjp como
9
z+w:i=z+w (mod?) . (3.1.4)

La inversa de &, es &, (2) = +(e*" — 1).

34



Teorema 3.1.12. La transformacion cilindrica &, es un homomorfismo de grupo de (Cp,®) a

(Zp,+) donde la adicion + en Zy, es la definida en (3.1.4)).

Demostracion. Sea h >0y z,w € Cp, y consideramos

(20 w) = log(1 + (0 w)h)

1
=7 log(1 + zh + wh + zwh?)

1
=7 log[(1 + zh)(1 + wh)]
1 1
= - log(1+ 2h) + 1 Log(1 + wh)

= &n(2) + En(w).

3.2. La funcién exponencial
Usaremos la transformacion cilindrica para definir una funcién generalizada de la funcién exponen-
cial para una escala temporal T arbitraria. Primero haremos algunas definiciones preliminares.

Definicién 3.2.1. Diremos que una funcion p : T — R es regresiva si 1 + p(t)p(t) # 0 para todo

t € T*. El conjunto de funciones rd-continuas regresivas f : T — R lo denotamos como

R = R(T) = R(T, R).

Observacién R es un grupo abeliano bajo @ definido por

(p© q)(t) = p(t) + q(t) + u(t)p(t)q(t).

Este grupo se llama grupo regresivo.

Para este grupo

©p)(t) = 7=

ademids (p © q)(t) = (p® (©9))(1)-
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Definicién 3.2.2. Sip € R, definimos la funcion exponencial como

ep(t,s) = exp (/t Euly) (p(v))A7> (3.2.1)
para s,t € T.

Lema 3.2.3. Sip € R, entonces se sigue la siguiente propiedad de semigrupo

ep(t’ T)ep(r7 s) = ep(tv S)
para todo r,s € T.

Definicién 3.2.4. Sip € R, entonces la ecuacion lineal dindmica de primer orden

se llama regresiva.

Teorema 3.2.5. Suponga (3.2.2)) regresiva y fije to € T, entonces e,(-,to) es una solucién para el
PVI

y> =p(t)y, ylto) =1 (3.2.3)

en T.

Demostracion. Fijemos tp € T y asumma (3.2.2)) regresiva. Primero notamos que ey (to,t0) = 1.
Falta probar que e,(t,to) satisface y© = p(t)y.

Fijamos t € T*. Hay dos casos.

Caso 1. o(t) > ¢

exp(f7" €y (p(r) ) — exp( [ &gy (p(r)) A1)
u(t)

_ exp(fta(t) Eury(p(r))Ar) — 1

- (o) el

= 5;(1)(§u(t)(p(t))6p(tv tO)

= p(t)ey(t, t0).

e (t,to) =

36



Caso 2. o(t) =t. Ponemos y(t) = e,(t,to), asi usando el Lema
ly(t) —y(s) = p(B)y()(t — s)[ = lep(t, to) — ep(s,t0) — p(t)ep(t; to) (¢ — s)|
= lep(t,20)[[1 = ep(s,t) = p(£)(t — s)]

— ley(t,t0)] 1—/ £ (D) AT — ep(s,8) + /gw) DA — p#)(E — )

<ttt |1~ [ €ug e = eyt +leptt o)l [+ [ o ot —piee )

[Eu) (p(r)) = Eo(p(r))]Ar] .

< lep(t, to)| |1 —/ Euty(P(r)) A1 — ey (s, t)‘ + lep(t, to)

Se puede probar que si o(t) =ty p € Crq se tiene que lim,_,; &, (p(r)) = &o(p(r)), de donde

tenemos que existe vecindad U; tal que para todo r € Uy,

€

€ (p(r) = &o(p(r))] < 3l to)]

Sea s € Uy, luego
t

€ (p(r) = &o(p(r))]| AT

len(t,to)

€
< —|t—s|,
3

ademads por la regla de L’Hopital

, 1l—z—e77
lim ——— =0,
z—0 z

entonces existe vecindad Us tal que si s € Uy con s # ¢

1—ftfﬂ(t )Ar—ep(s,t)
f ey (p(r)) Ar

*

donde

€
€ =minq1, .
{ 1+ 3[p(t)ey(t, to)l}
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Sea entonces s € Uy NUs

len(t, to) ‘1 - /: Su) (p(r)) A — ep(syt)’

Jle / £y (0(r) Ar

< len(t.to)]e" { €0y (P(r)) — Eolp(r) Ar

[€uey (p(1)) = Eo(p(r))]Ar

< lep(t; to

ol - }

IN

len(t; to) + lep(t, to)[€*[p(2)][t — |

IN

S1t — 5|+ [ep(t, to)[p()] ]t — 5] :
—|t—s ep(t, -5
3 p\b to)llP 1+ 3[p(t)ep (L, to)]

€

< SJt— s| + lep(t, to) | [p(0)|[t — 8| s——r
=3 pAntoJIP 31p(t)ep(, t0))]
< Sft—s|+ <]t —s|
- 3
=—|t—s|
Probando lo pedido. O

Teorema 3.2.6. St (3.2.2)) es regresiva, entonces la dnica solucion de (3.2.3)) estd dada por ey (-, to).

Demostracion. Asumimos y solucion de y observamos que

yNS L u (et to) — y(t)ed
<ep<-,to>> O = e )eno () to
 py)es(t o) — yey (1 1)o(t)

ep(t, to)ep(a(t), to)

t,to)

~—| —

=0.

4 )) es constante, lo que implica que

eP("tO
( y ) _ylt)
ep(+,t0) ep(to,to)

de donde se sigue que y = e, (-, to). O

Se concluye con esto que (

A continuacién se muestran algunas propiedades importantes de la funcién exponencial y demos-

traremos algunas de ellas.
Teorema 3.2.7. Sip,q € R entonces
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i ep(o(t),s) = (14 pu(t)p(t))ep(t, s)
iv. ey(t,s) = ﬁ =eg(s,t)
ve ep(t,s)ep(s,r) = ep(t,r)
vi. ep(t, s)eq(t,s) = epaq(t, s)
vii. % = epoq(t, s)

A
1 _ —p()
viii. (7%(.’5)) = (s)

Demostracién. Probemos (ii), (iii), (vi) y (viii).

Para ver (ii),

ep(0(t),5) = e (t,5) = ey(t, ) + u(t)el (t, 5)
= e(t,8) + n(Op()ey L, )
— (L+ u(®)p(t)ep(t, 5).

1

) satisface dicha
p\ls

Para (iii) consideramos y* = (©p)(t)y, y(s) = 1. Se prueba que y(t) =

ecuacién y asi se concluye que ~ (1t 5 = €e (t,s).
p (L,

Para (vi) se considera el PVI y® = (p @ ¢)(t)y, y(s) = 1 y se prueba que y(t) = e,(t, s)ey(t,s)

satiface la ecuacién.

Parte (viii),
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Teorema 3.2.8. Sip,q € R, entonces

N ep(- to)

) = (p—
epeq( ) O) (p Q) eg(~7t0).
Demostracion. Usamos Teorema parte (ii) y (vii) y tenemos

el (t,to) = (0 © q)(£)epoq(t to)

= (P © (©9))(H)epeq(t, to)

=00 (155 ) crealtoto)

1+ pp
q up - —q
= — e t,t
p—q ep(t,to)

T 1+ pgeg(t to)
(p — @)en(t, to)
eq(a(t),to)

Teorema 3.2.9. Sipe R ya,b,ce T, entonces

lep(e, )12 = —plep(e, )

b
/ p(t)ep(c,o(t)) At = ep(c,a) — ep(c, b).
a
Demostracion. Usamos las propiedades del Teorema [3.2.7] y obtenemos

p(t)ep(c,a(t)) = p(t)eep(a(t), c)
= p(O)[1 + p(t)(©p)(]eep(t, c)

_ p(t)p(t)
=50 [1 - ] <ot

= p(t) eep(t;c)

L+ pu(t)p(t)
= —(ep)(t)esp(t, c)
= —eép(t,c)

— —fep(e. 1%
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Ademads

b b
[ pesteomnot=— [ et an

=ep(c,a) —ep(c.h).

3.3. Ejemplos

Ejemplo 3.3.1. Sea T = hZ para h > 0. Sea o € R constante, i.e., « € C\{—1/h}, entonces
ea(t,0) = (14 ah)t/h

para todo t € R.

Esto se prueba poniendo el PVI y(0) = (1 + ah)? =1,

Cyt+h) —yt)  (1+ah) — (1+ah)h
(1+ah)®[1+ah —1]
h

a(l+ah)h

= ay(t).

Ejemplo 3.3.2. Sean H,, los nimero armdnicos definidos por

, n € N.

T =

k=1

Sea T = {H,, : n € N} para o > 0 constante. Afirmamos que

ea(Hn,0) = (”*’a>.

n

Para probar esto suponemos y(0) = y(Ho) = (§) = 1.

Primero notamos que o(H,) = H,+1 y u(H,) = o(H,) — H, = H,11 — H, = —. Por lo tanto

n+1-°
H’ﬂ+1) - y(Hn)
n(Hy)

41
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Usamos esta ultima igualdad y desarrollamos

y® (Ha) = (n + Hy)
) )

(n+a) -«

Ejemplo 3.3.3. Sea N(t) el nimero de plantas de un tipo particular en el tiempo t en un drea
dada. Debido a experimentos sabemos que N crece exponencialmente de acuerdo a N' = N durante
un periodo de meses abril-septiembre. A comienzos de octubre, todas las plantas mueren repentina-
mente, pero las semillas permanecen en el suelo y comienzan a crecer denuevo al comienzo de abril

con N ahora siendo el doble.

Modelamos esta situacién usando la escala temporal

oo

UQk 2k +1

donde t = 0 es 1 de abril del ano actual, t = 1 es 1 de octube del ano actual, t = 2 es 1 de abril del
ano siguiente, t = 3 es 1 de octubre del ano siguiente, y asi sucesivamente.

Tenemos
0 si 2k<t<2k+12

1 s t=2k+1

n [2k,2k + 1), donde N’ = N, i.e., N© = N. Sabemos que N(2k + 2) = 2N(2k + 1), i.e
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AN(2k +1) = N(2k + 1). Esto tltimo dado que

N2(2k +1) = N(o(2k +1)) — N(2k + 1)

N(1+42k+1)— N(2k+1)
= N(2k+2) - N2k +1)
=2N(2k+1) — N(2k+1)

=N(2k+1).
Como resultado entonces, N es solucién de
N& =N.

Entonces, si N(0) =1 es dado, N es exactamente e;(+,0) en T. Podemos calcular N de la siguiente

forma. Si k € Ny y t € [2k, 2k + 1] entonces N satisface N’ = N, entonces
N(t) = ape

para algin oy € R.

Como N(0) =1 entonces 1 = N(0) = apge’ = ag y N(t) = ape! = e! para 0 <t < 1.

Como N (1) = ey N(2) = 2N(1) = 2e, tenemos 2¢ = N(2) = aze® y N(t) = aze’ = Ze! = 2¢'7!
para 2 <t < 3.

Dado que N(3) = 2¢% y N(4) = 2N(3) = 4e?, se tiene que 4e? = N(4) = aget y N(t) = age! =
det = 4et~1 para 4 <t < 5.

€

Probaremos por induccién que

para t € [2k, 2k + 1].

En efecto, para k = 0 el resultado ya ha sido probado. Asumimos la ecuacién cierta para k = m € Ny,
es decir, N(t) = (%)k el, con t € [2m,2m + 1].
Asf7 N(2m+ 1) = (2)m 62m+1 — 2m6m+1 y N(2m—|—2) _ 2N(2m—|— 1) _ (Qe)m—i-l7 luego (26)m+1 _

e
@™t ¢

m m—+1
N@2m+2) = am1e® 2 y N(t) = apiie’ = Zmi1 € = (%)

et. para 2m +2 <t < 2m+ 3.

Probado el resultado esperado.
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3.4. Problemas de valor inicial

En esta seccién estudiaremos la ecuacion lineal no homogénea de primer orden

y® = p(t)y + f(t) (3.4.1)

y la correspondiente ecuacién homogénea

en una escala temporal T.

Definicién 3.4.1. Para p € R definmos el operador Ly : C|, — Crq como

Lyy(t) = y™(t) — p(t)y(t)

para t € TF.

Asi entonces podemos escribir un PVI no homogéneo como

Liy(t) = f(1)

para t € T*.

El operador adjunto L} : C!;, — C,q esté definido por
Li(a(t)) = a2 (t) + p(t)a (1)
para t € TF.
Teorema 3.4.2. (identidad de Lagrange) Si z,y € C.,, entonces
2 Ly +yLiz = (zy)®

en TF.

Demostracion.
(xy)® = 27y> + 2%y
=27(y> — py) + y(z® + pa°)

=zL1y+yLix.
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Corolario 3.4.3. Siz ey son soluciones de L1y =0 y Lixz = 0, respectivamente, entonces

z()y(t) = c

parat € T, donde c es una constante. Se sigue por este corolario que siy satisface L1y = 0, entonces

x = 1/y satisface la ecuacion adjunta Lix = 0.

Teorema 3.4.4. Sea p € R. Sea tyg € T y xg € R. La unica solucién del PVI

a® = —p(t)x?, x(to) = zo (3.4.2)
es a(t) = eep(t, lo)ao.
Demostracion. Notamos primero que Liey(to,t) = 0 implica que —— (;0 N = ecp(to,t) satisface
P E)
Liz=0. O

Volcamos nuestra atencion al problema no homogéneo

a® = —p(t)z? + f(t), x(to) = zo. (3.4.3)

Asumamos z solucién de (3.4.3]), multiplicamos a ambos lados por el factor integrante e, (to,t) y

obtenemnos
[ep (-5 t0)a]™ () = ep(t,to)z™ (1) + p(t)ey (¢, to)a” (t)
= ey(t,to)[x™ (t) + p(t)a” (t)]
= ep(tatO)f(t)a
integrando .
ep(t, to)x(t) — ep(to, to)z(to) = /t ep(T,t0) f(T)AT. (3.4.4)

Esta integracién es posible si f es rd-continua. Lo cual nos lleva a la siguiente definicién

Definicién 3.4.5. La ecuacidn (3.4.1) se llama regresiva si p es regresiva y si f es rd-continua.
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Teorema 3.4.6. (variacion de constantes) Supongap € R, seatyg € T y xg € R. La dnica solucidn

del PVI

z = —p(t)z” + f(t), w(to) = x0 (3.4.5)

estd dada por .
z(t) = egp(t, to)zo +/ ecp(t, 7)f(T)Ar. (3.4.6)

to

Demostracion. Es facil ver que (3.4.6) satisface el PVI (3.4.5). Ahora, si x es solucién de éste,
entonces como vimos, la férmula (3.4.4) se cumple, asi
¢
ep(ta t0)$(t) = X0 + / ep(Ta to)f(T)AT
to
Resolvemos para x,

¢
ep(T,to)

z(t) = egp(t, to) xo—i—/ e to) T)AT
to eptto

t
ep(7,to

= t t AN
= eop( 0$o+/toeptTethO)f(T) T
t
= 6@;0 t to o +/ e@p AT.
Probando lo pedido. O

Observacién Una forma alternativa para la solucién de nuestro PVI es

z(t) = eep(t, to) {xo Jr/ eop(to, T)f(T)AT| .

to
Ahora expondremos una férmula de variacién de constantes para Ly = f.

Teorema 3.4.7. (variacion de constantes) Suponga y> = p(t)y + f(t) regresiva. Sea ty € T y

Yo € R. La tnica solucion del PVI

y> =p)y + f(t), y(to) = yo (3.4.7)
estd dada por .
y(t) = 5t to)yo + / eyt (P [ (1), (3.4.8)
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Demostracion. Reescribimos y* = p(t)y + f(t) como
y® = p)ly” — nty®] + £(t)
i.e.,
(1 + u(p(t)y™ = p(t)y” + f(2),

de donde
" =—@Pty + e +£Egp(t).

Ahora, por Teorema la solucién para y es

y(t) = ep(t, to)yo —|—/t ep(t, T)H_ZEZ_—))p(T)AT.

Basta notar que

ep(t, 7) ep(t, 7)
= =ey(t,o(t)).
e IR R R
O
Ejemplo 3.4.8. Para T = 7Z, resolver
y© =2y+3t y(0)=0. (3.4.9)

Solucién Sabemos que si a € C\{—1/h} y T = hZ, entonces e, (t,0) = (1 + ah)?/". En este caso

tenemos o = 2 y h = 1. Luego es(t,0) = 3'. Asi, como p = 2,

6y(t.9) = altos) = [ t s Log(1+ u(r)p(r)sr

t
= exp (/ log 3AT>

= exp(log(3)(t — 5))
=3,

Entonces ex(t,7) = 377, luego

/t ea(t, 7)f(7) Ar— /t 3737 Ar
w 1+pp 0 3

t
= / 3IAT
0

_31

=31
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Tenemos entonces que la solucién del PVI es y(t) = ¢3¢~ 1.
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Capitulo 4

Estabilidad exponencial de
sistemas lineales invariantes en el
tiempo: una caracterizacion

espectral

4.1. Preliminares

El objetivo de este capitulo es analizar la estabilidad exponencial de sistemas de ecuaciones lineales
invariantes en el tiempo en escalas temporales. Comenzaremos el trabajo considerando un sistema
lineal variante en el tiempo. Sea A : TF — K%*? rd-continua, consideremos el sistema lineal de

ecuaciones dindmicas d-dimensional

5 = A(t)z. (4.1.1)

Sea w4 : {(t,7) € TF x TF : ¢t > r} — K9? la matriz de transicién correspondiente a (4.1.1)), esto
es, ¢ a(t, 7)€ resuelve el problema inicial (4.1.1)) con condicion inicial z(r) = ¢ para¢ € K¢y t,r € T

cont>r.
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Definicién 4.1.1. (estabilidad exponencial) Sea T una escala temporal no acotada superiormente.

Llamamos el sistema (4.1.1)

i. exponencialmente estable si existe una constante o > 0 tal que para cada ty € T existe
K =K(ty) >1 con
lpalt,to)]] < Ke 710 ¢ >, (4.1.2)

ii. uniformemente exponencialmente estable si K puede ser escogido independiente de tg

en la definicion de estabilidad exponencial.

4.2. El conjunto de estabilidad exponencial

En esta secciéon vamos a definir un subconjunto del plano complejo que es relevante para la carac-
terizacion espectral de la estabilidad exponencial para sistemas lineales invariantes en el tiempo,
consideramos el sistema

5 = Az, (4.2.1)

donde A € K%*4 Comenzaremos con el andlisis de sistemas escalares.

Proposicién 4.2.1. Sea T una escala temporal no acotada superiormente y sea A € C. El sistema
escalar

2 =\x,z€C (4.2.2)
es exponencialmente estable si y sdlo si una de las siguientes condiciones se satisface para un tg € T
arbitrario

, T, log|1+4sA
i. (A :=limsupp_, T%tg oy Wy WAt <0,

ii. VIeT:3teT cont>T tal que 1 + p(t)A =0,
donde usamos la convencion log0 = —oo en (i).

Demostracion. Asumimos primero que (4.2.2) es exponencialmente estable y que 1+ p(t)\ # 0
para todo t > to y algin ¢y € T. Luego HILGER [3, Teorema 7.4 (iii)] implica que

T
log |1 A
lex(T, to)| = exp </ lim 70g| ts |At>
to

s—pu(t) S
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para T > tg. De la definicién de estabilidad exponencial resulta que

T
/ lim MAt < —a(T —to) +log K
to

s—u(t) S

para T > ty. Tenemos entonces que

T
/ i OB )
to S—u(t) S

lim sup
T—oo 1 —1o

y asi se prueba lo pedido.
Para probar la direccién opuesta fijamos r € T. Si 1 + p(t)\ = 0 para algin t > r, t € T, luego

claramente por definicién pu(t) > 0y

[2(t + pu(t)) — z(t)]/u(t) = Az (t)
o equivalentemente z(t + p(t)) =0y (4.2.2]) es exponencialmente estable si para cada r € T existe
r <t €T con esta propiedad. Asumimos ahora que este no es el caso, es decir 1 + pu(T)\ # 0 para
todo T' > r y algtin r € T lo suficientemente grande, entonces

T
log |1+ sA
lex(T,r)| = exp </ lim Og|+8|At>

s—u(t) S

paraT > r y con

« := —limsup
T—o0 -Tr

T
/ lim M&t >0
r s—u(t) S

obtenemos que para cualquier € > 0 existe una constante K = K(r) > 1 tal que
lea(t,r)| < Ke~(@=a(=r)

parat > r.

En particular, si escogemos ¢ < o obtenemos la estabilidad exponencial de (4.2.2)). O

Definicién 4.2.2. (Conjunto de estabilidad exponencial) Dada una escala temporal T no acotada

por arriba, definimos para un tg € T arbitrario

17 log |1 + s\
S¢(T) := {X € C : limsup / lim MAt >0}
T—t 1o S—u(t)

T—o0 —to S

Sr(T) :={ANeRVT €T:3t €T cont>T tal que 1 + u(t)A = 0}.
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El conjunto de estabilidad exponencial para una escala temporal T se define como

S(T) = Sc(T) U Sg(T).

Mediante algunos célculos sencillos es posible probar la siguiente proposicién, la cual entrega una

forma mas facil de calcular el conjunto de estabilidad exponencial.

Proposicion 4.2.3. Sea T una escala temporal no acotada superiormente y sea A € C.

i. Sia:i=1my o lime, @

log |[14+sA| . -
=S5 eriste, entonces y(A) = a.

ii. Si existenty € T, p > 0 tal que para todo k € Ny tenemos que to+kp € T y

1 to+(k+1)p log |1 A
ap =~ lim MAt

P k—oo to+kp s—u(t) S

existe, entonces Y(A) = ap.

Veamos ahora algunos ejemplos:

4.2.1. Ejemplos

Ejemplo 4.2.4. Consideremos la escala T = hZ, h > 0. Es facil ver que Sg(hZ) = {—1/h}.
Ademds, usando Proposicién parte (i)

. log |14+ sA|  log|l+ sA|

m = )

log |1
Y(A) = Tim 1im 2B

t—00 s—h S t—o0 S S

estableciendo la condicion y(X) < 0 llegamos a |1+ Ah| < 1 o lo que es lo mismo [N+ 1/h| < 1/h,

de donde se concluye que
Sc(T) = Byn(—1/h).
Se ha probado entonces que
S(hZ) = By (—1/h). (4.2.3)

Ejemplo 4.2.5. Si T = R se obtiene que Sg(R) = 0 y ademds aplicando Pmposz’cz’o’n parte

(i) tenemos

lfm log |1+ sA] _ Re(N),
s—0 S
es decir
S(R)={A e C: Re()) <0}. (4.2.4)
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Ejemplo 4.2.6. Consideremos ahora la escala To = Uey, [k, k + o], a € (0,1). Primero observa-
mos que

t si t € Upen, kb + )

a(t) =
k+1 si t€Upen ik +a}

luego
0 si t € Upen, [k b+ )

l—a si t€Upen, ik +al

Observamos ahora que

k+1 k+a ka1
[ B [ gyl ol
k k &

s—u(t) S s—ru(t) S +a s—u(t) S

k+0¢ 1 1 )\ k+1 1 1 )\
:/ anAH/ i oslLEsAl
& s—0 S kta s—1l—a S

= aRe(\) +1log |1 + (1 — a)A|.

En consecuencia, usando la Proposz'cio’n parte (ii) con tg =0, p =1 tenemos

Sc(To) = S(Ty) ={X € C: aRe(A) +1og |1 + (1 — a)a| < 0}. (4.2.5)
Notar que Sg(Ts) = {(a —1)7} C Sc(Ta).
A continuacion se presentan las regiones de estabilidad descritas por esta escala para distintos

valores de «.

4.3. Caracterizacion espectral

El objetivo de esta seccién es obtener una caracterizacién espectral para el analisis de la estabilidad
de sistemas lineales no dependientes del tiempo. Comenzaremos el trabajo exponiendo un resultado

para matrices de Jordan
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Eje imaginario
Eje imaginario

30
||||||III
20 L L L | 30 1 n 1 . )
-30 -20 -10 0 10 20 30 -30 -20 -10 0

10 20 30
Eje real Eje real
Region de estabilidad para a = 0,8 Region de estabilidad para o = 0,3
30 30
||> ||  »
i o 1 w 2 0 10 » a0
Ejereal Eje real
Regién de estabilidad para o = 0,25 Region de estabilidad para a = 0,21

Figura 4.1: Regiones de estabilidad descrito en el Ejemplo para diferentes valores de «
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Teorema 4.3.1. Suponga A € R(TF K*?) es tal que [A.1.1) es Jordan reductible, i.e. evisten

matrices invertibles (constantes) S € C4*? tal que

Ji(t)
STLA(t)S = = J(t) (4.3.1)

para t € T*. Donde cada J;(t) € C4*% es un blogue de Jordan. Entonces la matriz de transicion

de z© = A(t)z estd dada por

Py (t’ T‘)
palt,r) =S st (4.3.2)

¢, (tr)
para t,r € T*. Si A no es regresiva entonces la representacion se cumple parat > r € T.
Demostracion. Definimos la funcién W(t) := Sy (t,r)S™1, entonces la identidad
UA(t) = ST (t)ps(t,r)S™ = SSTLA()ps(t,r)S™! = A(t)¥
se cumple para t € T y dado que ¥(r) = I; obtenemos la afirmacién. O

Proposicion 4.3.2. Sea T una escala temporal no acotada superiormente y con funcion p acotada.

Para \ € C considere el bloque de Jordan Jy € C**? dado por

A1 0 0
A1 0
Jy =
A
Si el sistema escalar
5 = (4.3.3)

es uniformemente exponencialmente estable entonces el sistema
2 = Iz (4.3.4)
es exponencialmente estable.
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Demostracion. Usaremos sin pérdida de generalidad la norma ||z|| := max{|z1], ..., |z4|} para z =
(71, ...,24) € K% Asumimos que z es solucién de con condicién inicial z(r) = ¢ € K,
entonces ||z(t)|| < Ke~**¢=7)|¢| para o > 0, K > 1y para todo r € T.

Fijamos r € T y —a < B < 0. Escogemos ahora la sucesiéon —a < g < Bi—1 < ... < f2 <
B1 = B. Probaremos por induccién sobre j = d, ..,1 que existen constantes K; tales que el j-ésimo

componente de la solucién de (4.3.4) es exponencialmente acotada por
i (1)) < K1 CI[g].

Para j = d la afirmacién sigue del hecho de que la d-ésima entrada de x(t) es solucién de (4.3.3) y
por ende

lza(t)] < Kem 7 jq| = K1 |gg) < KeP4 g,

Entonces asumimos que la afirmacion es cierta para cierto indice d > (j + 1) > 2. Por construccién

el j-ésimo componente de la solucién satisface la ecuacién

2P = Azj(t) + j41(8)

para t € T. Ahora, por la férmula de variacién de constantes ( Teorema ) tenemos que
zj(t) = ex(t, )& + /t ex(t, s + p(s))zj1(s)As.
Usando el acotamiento exponencial de ey (t,7) y denotanto como H a la cota de pu obtenemos
25 ()] < lex(t, r)&5] + /rt lex(t, s + pu(s))wj41(s) As|
< Keot=n)g,| + /t Kemolt=9)gon(s) jg oBrina=r) pglje]|
< Keﬂj+1(t—r)‘§j| + /t Keﬁj+1(t—s)eaHKj+1ij+1(s—T')As||§||

= K06 | + KK e (t—r)efin 02| ¢]]

< KA ]| 4 KEGpe (¢ = e g
Usando que ;41 < f; y factorizando por el término ePit=)||€|| obtenemos que
J (8)] < KB el
para t > r, escogiendo un K; adecuado. Esto ultimo prueba lo que querfamos. O
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Antes de exponer el teorema principal de la seccién, vamos a introducir la siguiente proposicién:

Proposicién 4.3.3. Si Ay es un autovalor y v un autovector de la matriz A del sistema (4.2.1]),
entonces x(t) = ey, (t,to)v es una solucion de (4.2.1) en T.

Demostracion. Si xz(t) = ey, (t,to)v entonces

z® (1) = Aoe, (£, to)v
= ex,(t to) Aov
= ex, (t, tg)Av
= Aey, (t, to)v
= Ax(t).
O

Teorema 4.3.4. (caracterizacion espectral) Sea T una escala temporal acotada superiormente. Sea

A € K% 5(A) el espectro de A y considere el sistema ([4.2.1]). Entonces las siguientes afirmaciones

se cumplen.

i. S {4.2.1)) es exponencialmente estable, entonces o(A) C S(T).

ii. Sio(A) C S(T), la escala temporal T tiene una funcidn p acotada y para todo A € o(A) con A
defectivo (i.e, la multiplicidad geométrica y algebraica no coinciden) el sistema escalar (4.2.2))

es uniformemente exponencialmente estable, entonces (4.2.1) es exponencialmente estable.

iii. i A es diagonizable, entonces el sistema (4.2.1) es exponencialmente estable si y sélo si
o(A) C S(T).

Demostracion. Si T es una escala temporal acotada superiormente, entonces

i. Sea A € o(A) y escoja un autovector asociado v. Entonces tenemos para t > r € T por la

Proposicién [4:3:3] que

le(t, P)ll[vl] = [lpalt,r)ol| < Krem*¢Ju]]
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iii.

para t > r y K,, o constantes positivas. Esto muestra que |ex(t,7)] < K,e *"") y la
Proposicién implica que A € S(T). Como A € o(A) es arbitrario, ésto completa la

prueba.

Sea S € C¥? tal que J := S~'AS estd en su forma canénica de Jordan con bloques de
Jordam J;, i = 1,...,n < d. Si para algtn ¢ el bloque de Jordan 7 es de dimensién 1 entonces
la suposicion sobre el espectro de A y la Proposicion implica la estabilidad exponencial
de

D (4.3.5)

Ahora, si la dimensién de J; > 1 y si el autovalor asociado es defectivo, entonces la estabi-
lidad exponencial de (4.3.5)) es consecuencia de la Proposicién En conclusién tenemos
estabilidad exponencial para todos los bloques de Jordan y la prueba resulta del Teorema

13.11

Esto resulta inmediato de las partes (i) y (ii).

o8



Capitulo 5

Un modelo
multiplicador-acelerador en escalas

temporales

5.1. Preliminares

En 1939, Samuelson combiné el modelo multiplicador con el principio de aceleracién. El principio
de aceleracion establece que la inversién de un pais o region estd dada por cambios en el consumo.
Si I es la inversién y C' el consumo, entonces este principio relaciona estas variables se la siguiente

manera

It = ﬂACt == B(Ct - thl); (511)

en esta ecuacion S denota el coeficiente de aceleracién con 5 > 0.

Por otro lado, el modelo multiplicador establece la siguiente relacion
Cy = bY;, (5.1.2)

donde Y es el ingreso nacional y b es el llamado multiplicador, que corresponde al cambio que se

presenta en el ingreso cuando ha cambiado en una unidad el consumo auténomo con 0 < b < 1.
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Ademaés se cumple la condicién de equilibrio
Yi =Cy + I + Gy, (5.1.3)

donde G es el gasto de gobierno. Usando (5.1.1) y (5.1.2) Samuelson derivé de (5.1.3)) la siguiente

ecuacion de segundo orden en diferencias
Y, —b(1 + B)Yi41 + 08Y—2 = Gy. (5.1.4)

La solucién de entrega el comportamiento en el tiempo del ingreso nacional de un pais o
region.

Este es el modelo basico propuesto por Samuelson que origina toda la teoria de ciclos econémicos
que existe en la actualidad, un ciclo econémico corresponde a las oscilaciones de la economia en las
que una fase de expansién va seguida de otra de contraccién, seguida a su vez de expansion y asi
sucesivamente.

Sera nuestro objetivo encontrar un modelo que generalice el propuesto por samuelson en escalas

temporales para asi unificar y extender los casos reales y discretos de este modelo.

5.2. Forma expansiva del modelo multiplicador-acelerador

general

Una forma de hacer el modelo anterior mas reliasta es considerar una economia abierta. Una
economia abierta significa que hay transacciones entre los paises, i.e., tenemos dos nuevas variantes,
las importaciones y exportaciones. Asumimos que las exportaciones X crecen exponencialmente con
tasa de crecimiento x y valor inicial Xy, las importaciones del periodo actual M; son directamente
proporcionales al ingreso nacional con un periodo de rezago, el gasto de gobierno G consiste en una
componente G y en una componente de crecimiento exponencial Apey (-, to) con tasa de crecimiento

g y valor inicial de inversién auténoma Ag E Por tltimo consideramos una tasa de impuesto 7.

Definicién 5.2.1. Si Y :T—->R, I:T—>R,C:T >R, A:T—>R y M :T — R son funciones

delta diferenciables en T* definimos el modelo multiplicador-acelerador general en escalas temporales

ILa inversién auténoma es aquella que no depende una tasa de interés ni del nivel del ingreso.
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con los siguientes axiomas

Y=C+I+A—M+rY,

Donde A:=G+ X, con G =G + Apeg(-, o) y X = Xoex (-, to)-
Proposicion 5.2.2. En el modelo multiplicador-acelerador general tenemos

1
I =1—-71)Y2 - 21— A% + M*
gl

YO =174+ A° —(14+m—b1-7))Y +7Y°.

Demostracion. Por las ecuaciones (5.2.1) y (5.2.2) tenemos que
1
I2=Y2-CP - A2+ M2 —7Y2 =(1-1)Y2 = 217 — A® + M>,
Y
adicionalmente usando las ecuaciones (5.2.3)) y (5.2.4]) se obtiene que
I+ A" —(14+m—>b1-7))Y +7Y7 —Y~
=4+ A Y —mY +b(1—7)Y +7Y7 — (b(1 — 7)Y — C7 + uY?)
=]+ A+ C° — M’ 4+7Y° — (Y + puY?)
=(CH+I+A-M+71Y)°-Y°

=0.

A

Teorema 5.2.3. Supongamos que o= existe y sea

CI:JA<%—1—JALL%T>€§I€ d:=b1-71)—1.

Entonces Y satisface

Al Al Al
yan c+o ;y(mefd)deA o ;(m*T*d)Y:(f S e
14 pc 14 pc 14 pc
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Demostracion. Usando la Proposicion se deriva que

YOS =172 4+ A7 — (1+m - b(1—7))Y> + 7Y%
= 02127 4 A2 4 (d—m)Y> + 027y 2e
=o” [(1 — 7)Y — %I‘“’ — ART 4+ M2 + A% 4 (d—m)Y > + 027V 27
O'A%(YAJ — A7 4+ (1 +m—=b(1—7)Y7 —7Y) — 2 ABT 4 aB M
+ A2 4 (d—m)Y>® + 027757

=o®(1—T1)YV? -

1 1 1
=2 (1 — ) (Y2 4 pY22) 46224 462 =(d—m)(Y + pY?)
gl gl gl
1
+ 02 =7(Y + pY® + po® (Y2 + pY22)) + M2 + (d —m)Y>
¥
1 1 1
=o° (1 - ) (Y2 4 uY22) 462 =A% 462 =(d —m)(Y 4+ uY>)
gl gl gl
1
+ O'A;T(Y +uY 2 4 po® (Y2 + uY22)) +dy >

1 1 1
= —pucY 28 + [—c+0A7u(d—m+7) +d| Y4 +O‘A;(d—m+T)Y+UA;AUU,

esto completa la prueba. O

Observacién Si Y =Y es constante, entonces una solucién particular de ([5.3.6) es

AUO'

Y=—"F"
m—7—d

)

que corresponde al valor de equilibrio del ingreso nacional ﬂ Podemos resolver la parte homogénea
de la ecuacion (|5.3.6]) siempre que esta ecuacion sea regresiva. Si A} y Ao son las raices de la ecuacién
caracteristica, entonces la solucién general de [5.3.6] es de la forma

oo

m—T7—d

2E] valor de equilibrio del ingreso nacional corresponde al punto el cual la demanda agregada (gasto total planeado)

Y = aiey, (,to) + azex, (- o) +

y la cantidad producida se igualan.
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5.3. Analisis de la estabilidad exponencial para el modelo

basico de Samuelson

Consideremos en la Definicién [5.2.1jm =0, 7 =0, 49 = 0, Xg = 0 y v = 3, entonces la ecuacién

que describe el modelo de Samuelson en escalas temporales es

c—d(l—i—oAlu) oAly oD
Yoo P ys 7 By B goo, (5.3.1)
14 pe 1+ pc 14 pe
donde ¢ := & (% — 1) y d := b — 1. Siempre y cuando ¢* exista.
Este es un resultado que sale directo del Teorema [5.2.3]
A modo de simplicidad vamos a considerar G = 0, i.e.,
VA2 4 pY2 4 qY =0 (5.3.2)
cfd(1+0'Al,u) ot 1y
donde p = — Py qg=— 1+EC'

Procedemos ahora a transformar la ecuacién ((5.3.2) en un sistema 2 x 2. Sea Y} = Yy Y, = Y&,

entonces

YE=Y2 =Y,

Y = Y28 = —pY® — qY = —pYs — q¥1.

Asi entonces tenemos el siguiente sistema
A
L o (5.3.3)
Y; —-q —p Y;
el cual debido a su construccion es equivalente a . En lo que sigue analizaremos la estabilidad
exponencial de para tres escalas temporales distintas.
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5.3.1. Primera escala temporal

Consideramos la escala T = hZ con h > 0. Calculamos primero los coeficientes p y ¢ en (5.3.3)),

1
notamos antes que en este caso = h, 0> =1, c = B — 1y d=>b-—1. Entonces

C_d<1+JA%N> B 1/6—=1—=(b—=1)(1+h/p) _ 1-b08+h(1-0)
14 pc o 1+(1/ﬁ—1)h N ﬁ"‘h(l_ﬁ)

p= (5.3.4)

of5d 1/8(b—1) 1 —b
B = — —
_1—|—,uc_ 1+(1/86—1h  B+h(1-75) (5.3.5)

Tenemos entonces totalmente determinada la matriz del sistema ([5.3.3]), los valores propios de esta

q:

matriz son

_ —p+VpP—4q _ = VPP —4q
MM=——"T""yAg=—-—T——
2 2
Vamos a suponer que p? — 4q # 0 a modo de asegurar que la matriz del sistema (5.3.3) sea
diagonalizable. Bajo esta premisa estamos en condiciones se usar el TeoremaMparte (iii). Usando
entonces ademads el Ejemplo notamos que debemos entontrar condiciones bajo las cuales se

cumple que A1 2 € B1(—1) o lo que es lo mismo

A2+ 1/h| < 1/h. (5.3.6)

1, —p+v/p2—4q
2

Caso 1 Si p?—4q > 0 entonces aplicando la condicién (5.3.6)) para A tenemos que "

2 _ —ptypP-4g
2

<

1

implica que — < 0 de donde se desprende que
h

hp —4 < hy/p? — 4q < hp, (5.3.7)
1+ —p—/P?—4q

5 < 1 implica que

mientras que para As tenemos que

hp —4 < —h+/p? — 4q < hp. (5.3.8)
Elevando al cuadrado la segunda desigualdad de (5.3.7) tenemos que

q>0, (5.3.9)
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similarmente elevando al cuadrado la primera desigualdad de ([5.3.8) tenemos que
h*q —2hp +4 > 0. (5.3.10)

Por ultimo observamos que de la segunda desigualdad de (5.3.7)) y la primera de (5.3.8)) tenemos
quep>0yp< %,esdecir

4
0<p< W (5.3.11)

2
ademsds, como p? — 4¢g > 0 entonces, ¢ < P < %, por lo tanto tenemos la expresion
hg < p. (5.3.12)

En conclusidn, la regién de estabilidad esta determinada por las desigualdades (5.3.9)), (5.3.10) y
(5.3.12)).

Caso 2 Si p? — 4¢q < 0 entonces p? < 4q de donde claramente tenemos que ¢ > 0, obtenemos asf
nuevamente (5.3.9).

— ia/ —n2
Para verificar (5.3.12)) aplicamos el Teoremad.3.4|parte (iii) nuevamente, tenemos que % + w <

+ de donde |2 — ph+ ih+\/4q — p?| < 2, esto implica que V(2 = ph)? + h2(4q — p?) < 2, elevando al
cuadrado y agrupando términos obtenemos que 1 — ph+ gh? < 1, de donde se concluye que hq < p.
Para ver la desigualdad notamos que (5.3.11) y (5.3.12) implican que ¢ < 4/h? y que
debido a p? < 4q tenemos que -2,/q < p < 2,/q, de donde —4h,/q < 2hp < 4h,/q. Teniendo eso

en cuenta basta considerar la funcién f(x) = 4 + h%z — 4h\/z, la cual es facil darse cuenta que
es positiva para z € (0,4/h?), por lo tanto f(q) = 4 + h*q — 4h,/q > 0, de ésto se concluye que
4+ h%q > 4h./q > 2hp, obteniendo la expresién deseada.

Explicitemos un poco el caso h = 1, es decir, T = Z. En este caso tenemos que p =2 —-5b3 —by
g =1—1b, por lo tanto la ecuacién (5.3.2]) queda

AAY; + (28— b)AY; + (1 —b)Y; = 0. (5.3.13)

Si se sustituye AY; =Yy — Yy AAY; = Yiio — 2Y: 11 + Y; en (5.3.13) entonces esta ecuacion se
transforma en

Yite —b(1+ B)Yi11 + b8Y; =0,
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la cual coincide con la parte homogénea de la ecuacién (5.1.4)).

Reemplazando los valores de p y ¢ en (5.3.9) (5.3.10) y (5.3.12)) observamos las siguientes condi-

ciones: b < 1, b+2b3+1 >0y bs < 1. Notamos que dado que b, 5 > 0 tenemos que la condicién

b+2b5+1 > 0 siempre es cierta, por consiguiente la regién de estabilidad para T = Z de la ecuacién

(p.3.13) es
S(Z) = {(B,b) e R*: b < 1,b3 < 1}. (5.3.14)

Cabe destacar que si h € (0,1] entonces (5.3.10|) siempre se cumple, para ver esto observamos lo

siguiente

h2q—2hp+4 = h? (H’> —2h(1_b5+h(1_b))+4

B+ h(1 - pB) B+ h(l - pB)
_ h?b+4B(1 — h) +2hbB + 2h — h?
B h+ B(1—h) ’

donde es claro que si 0 < h < 1 tanto el numerador como el denominador de la expresién anterior

es positivo, ademds bajo la misma restriccién sobre h al ser 8+ h(1 — /3) positivo entonces

hg <p

h(/3+1h<_1b—5>) < (1_ﬂbfh+<1h(—1/3_>b)>’

h(1—1b) <1—0bB+h(1-b),

implica que

de donde se obtiene que

y por lo tanto

bp < 1, (5.3.15)
concluyendo asi que siempre entrega independiente del valor de h, siempre y cuando
0 < h < 1. Por tltimo, también nos entregard la condicién b < 1 por la misma razén.
Con esto podemos concluir que si h € (0,1] entonces la regién de estabilidad serd . En la

figura 4.1 se muestran los gréaficos de las regiones de estabilidad para distintos valores de h.

Como se ha mencionado anteriormente es posible obtener resultados continuos haciendo h tender

a 0 en los resultados obtenidos para T = hZ con h > 0, bajo esta premisa entonces notamos que

D — % —byqg— %(1 —b) cuando h — 0 y ademds mirando (5.3.9)), (5.3.10) y (5.3.12)) vemos que

q >0y p>0cuando h — 0. Veremos si esto se condice con el caso T = R.
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Figura 5.1: Regiones de estabilidad del modelo (5.3.2)) para T = hZ con diferentes valores de h > 0
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5.3.2. Segunda escala temporal

1
Consideremos T = R, en este caso u = 0, (TA:LC:B*:lyd:bfl. Entonces
C—d(l-‘rJA%/L) 1 1
= =—-—-1-(b-1)==-? 5.3.16
p " 5-1-0-1=3 (53.16)
Y Al
o= %d 1 1
B
1=~ = —50-1=50-b) (53.17)
la ecuacién (5.3.2)) tiene la forma
1 1 ! 1
Y" + be Y +B(1—b)Y:O. (5.3.18)

Para analizar la estabilidad de (5.3.18)) usamos nuevamente el Teorema parte (iii) y en este
caso el Ejemplo Asi la estabilidad exponencial viene de las expresiones que nos entrega la
condicion

Re()\l,g) < 0. (5319)
Caso 1 Valores propios reales, es decir p? — 4g > 0. En este caso si aplicamos la condicién ([5.3.19)

_ /02 — 4
para A\; tenemos que W < 0, de donde y/p? — 4q < p, elevamos al cuadrado y obte-

nemos
q>0. (5.3.20)
Ahora para Ay tenemos que —p — 1/p? — 4¢ < 0 de donde se consigue que
p>0. (5.3.21)

Caso 2 Valores propios complejos conjugados, es decir p?> — 4g < 0. En este caso de la aplicacién
de (5.3.19)) resulta claramente que p > 0, ademds del hecho de que p? —4q < 0 necesariamente debe

ocurrir que q > 0.

Concluimos entonces que la estabilidad exponencial de (5.3.18]) resulta de las condiciones ([5.3.20)
y (5.3.21)), es decir, % —-b>0y %(1 —b) > 0, lo que equivale a b3 < 1 y b < 1. La regién por lo
tanto es

S(R) = {(8,b) e R?: b < 1b, 8 < 1}. (5.3.22)
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Notamos que efectivamente el analisis para el caso continuo coincide con el caso T = hZ con h — 0
y que es més, obtenemos la misma region de estabilidad que conseguimos para el caso anterior con

con h € (0,1].

5.3.3. Tercera escala temporal

Consideramos ahora To = Upey, [k, k + o], o € (0,1). Si t € Uy, [k; &k + ) entonces ot =1y
p = 0, estamos entonces en el mismo caso que en la subseccién anterior. Ahora, si t € (J; ey, 15+ a}

entonces 02 =1y u=1— a, luego

C*d(lJFUA%/l) C2—a—-bB+1+a)

= 5.3.23
P 14 pe l—a+ap ( )
Y Al
o= 5d 1—-b
g=-——>"—= : (5.3.24)
14+pc 1—a+ap
En consecuencia la ecuacién diferencial para esta escala es
VA2 4 (5-0) Y2+ 51 -0)Y =0 si t€Upey,lhk+a) (5.3.25)
o
2—a—b(B+1+« —b .
Yoo+ 1—o(c+o¢ﬂ Ly s 4+ 1_L+aﬂY =0 si t€Upen, 1k +a} (5.3.26)

En la figura 4.3 se muestra las regiones de estabilidad para distintos valores de a para la ecuacién
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(5.3.26]), cabe notar que la regién de estabilidad para el modelo (5.3.2) con T, = UkeN0 [k, k + a],

a € (0,1) correponde a la unién de las regiones de ([5.3.25)) y (5.3.26).

5.4. Analisis de la estabilidad exponencial para el modelo de

economia abierta sin impuestos

Consideramos ahora una economia abierta sin impuestos. Ponemos en la Definicién T =0,

v = % y G = 0. Una aplicacién directa del Teorema implica que

c+oliuim—d)—d oc®l(m—d obl
yas ila ) Y&+ A )Y = T Ao° (5.4.1)
14 pce 14 pe 14 puc
donde ¢ := ¢© (% - 1) y d := b — 1. Siempre que ¢ exista.

Tal como en la seccién anterior, vamos a considerar sélo la parte homogénea de @7 es decir

YA8 4 pY 2 +qY =0, (5.4.2)
c+o®Lu(m—d)— o Ll(m—
con p = % yq= %, la cual es equivalente a (5.3.3)).

5.4.1. Primera escala temporal

Si T = hZ con h > 0 entonces los coeficientes p y ¢ de (5.3.3) son

. y=1+20m—=b+1)~b+1 14hm—hb+h—~b  b(1+hm—hb+h—p)

— = 5.4.3
1+h/y—h v+ h—hy B+ hb—hp ( )
1 — — 1 — 1
g lamod)  m-btl bdm-b+1l) (5.4.4)
1+h/y—h ~v4+h—hy B+hb—hp
Si h =1 entonces la ecuacién (5.4.2) tiene la siguiente forma
L24+m—-1b)—b
ANY; + 2 5 AY;+ (1 —=b+m)Y; =0, (5.4.5)
B!
que es equivalente a
Yigz + (m—(b+ B)) + BY:. (5.4.6)
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Obtengamos ahora la regién de estabilidad de (5.4.2)). De la condicién (5.3.9) tenemos que m—b+1 >
0y de (5.3.12) tenemos que 8 < 1. Analicemos qué ocurre con la condicién ((5.3.10))
_ 12 _ hb2 _
bm —b*+b _op b+ bhm — hb* + bh — b3 iy
B(1—h)+ hbd B(1—h)+hbd
_ h2b+2hyb+ h(2 — h) — h?*m + 4y(1 — h)
o B(1—h)+ hb ’

h2q2hp+4h2<

Vemos que si h < 1, v > 0 y m es pequeno entonces la expresion anterior es siempre positiva.

Concluimos asi que si h < 1 la regién es estabilidad de (5.4.2) es

S(hZ) = {(B,b) ER*:b<1+m,B <1} (5.4.7)
siempre que v > 0 y m pequeno. En la Figura 4.4 se muestran las regiones de estabilidad del modelo
(5.4.2) para distintos valores de h 'y m = 0,5.

5.4.2. Segunda escala temporal

Si T = R entonces entonces los coeficientes p y ¢ de (5.3.3) son

1 b
g B (548)
B
Q—f(m—b—i-l)—g(m—b—i—l) (5.4.9)
y la ecuacion (5.3.2)) queda
1" b / /8
Y4 (G ob) Y m b)Y =0, (5.4.10)

Usando las condiciones (|5.3.20) y (5.3.21]) notamos que %(m —b+1)>0implicaqueb<m+1y

que % — b > 0 implica que 8 < 1. Es decir, la regién de estabilidad es
S(T) ={(8,b) eR?:b< 14+ m, 3 <1} (5.4.11)

que al igual que en el modelo anterior de Samuelson coincide con la regién obtenida para T = hZ
con h < 1. Para justificar esto basta notar que para un « cualquiera en T = hZ con h > 0 tenemos

que la condicién (5.3.9) entrega que m — b+ 1 > 0, lo cual es lo mismo que entrega la condicién

(5.3.20) para T = R, mientras que la condicién (5.3.12)) para la primera escala entrega que vb < 1,
que también coincide con lo que entrega la condicién (|5.3.21)) para la segunda escala. Es decir, si

72



Ll

Regién de estabilidad para h € (0,1] Regién de estabilidad para h = 2

Region de estabilidad para h =4 Regién de estabilidad para h = 6

Region de estabilidad para h = 8 Regién de estabilidad para h = 10

Figura 5.4: Regiones de estabilidad de la ecuacién (5.4.2) para T = hZ y diferentes valores de h > 0
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la condicién se cumple siempre entonces las regiones de estabilidad para T = hZ, h > 0
y T = R seran las mismas, y como vimos, ésto ocurrird siempre que h < 1, v sea positivo y m
sea pequeno. Como en este caso efectivamente tenemos que m es pequeno y v = % es positivo se
justifica la coincidencia entre ambas regiones.

A modo de comentario notemos que en el modelo anterior de Samuelson tenemos que m = 0 y

v = B es positivo, de ahi que ocurre el mismo fenémenos que acabamos de describir.

Tomemos un caso donde v no sea siempre positivo, como por ejemplo v = 5 — b. En la figura 4.7
se muestra lo que ocurre en este caso. Ademads en la Figura 4.6 se muestra la regién de estabilidad
para R, la cual coincide con la regién obtenida en la Figura 4.7 con h = 0,0001, lo que es natural
pues sabemos que los resultados obtenidos para T = hZ con h — 0 deben ser los mismos a lo que

se obtiene para T = R.
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Capitulo 6

Conclusiones

A lo largo de este hemos presentado una poderosa herramienta de generalizacién en la modelacién
matematica. Se ha generalizado una herramienta primordial en matematica como son las ecuaciones
diferenciales, ya no somos capaces sélo de modelar situaciones continuas (en R) o discretas (en Z)
sino que también en una gran gama de conjuntos, como las escalas temporales.

Hemos visto que a la hora de analizar la teoria de ecuaciones diferenciales en escalas temporales
obtenemos resultados esperados, pues se condicen con lo que se conoce en la teoria del calculo con-
vencional, existen diferencias claro estd, pero es posible hacer analogias entre los resultados clasicos
y los presentados en este trabajo. Esto tltimo resalta la solidez de lo presentado en esta tesis.

Se ha establecido cémo hemos generalizado un modelo tan bésico, como lo es el modelo multipli-
cador - acelerador de Samuelson, tanto matematicamente hablando como en la teoria econémica
que representa, pero que sin embargo es muy importante para los macroeconomistas, pues sienta
precedente en la construccion de la teoria de ciclos econémicos.

Recordemos que el modelo de Samuelson en escalas temporares es el siguiente

C—d(l“‘UAlﬂ) o~Ld ohL
YAA+ B YA_ B Y = B Ge°
1+ uc 1+ uc 1+ uc

Con respecto a la parte homogénea de esta ecuacién podemos concluir que para T = hZ con h > 0

tenemos una mayor regién de estabilidad si consideramos h € (0, 1], fuera de ese rango las regiones

7



comienzas a achicarse.

Un caso similar ocurre al establecer como dominio la escala To = e, [k; & +a, a € (0,1), donde
apreciamos que si aumentabamos el valor de « la regién de estabilidad exponencial se iba haciendo
mas pequena, es decir, al hacer particiones de R més pequenas ibamos obteniendo un modelo mas
estable.

Cabe mencionar que tal como se expuso en el trabajo, las consideraciones hechas para obtener este
modelo son poco realistas. Al generalizar el modelo con respecto a aspectos de la economia, como

por ejemplo considerar que estamos en una esconomia abierta, obtenemos la siguiente ecuacion

Al o AL, Al
yas cto”sp(m—d) —d A+o = (m —d) _ 975 oo
14 pc 14 uc 14 pc

Nuevamente analizando la estabilidad exponencial de la parte homogénea del modelo, notamos
que en general para T = hZ, h > 0 las regiones de estabilidad son menores que para el modelo de
Samuelson, por ende sacrificamos la estabilidad de la ecuacién a cambio de lo realista que el modelo
pueda ser.

Lo propio ocurre para T = R, sin embargo todo depende del factor ~, pues al cambiarlo obtenemos

cosas totalmente diferentes.
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